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Apresentacao

A Coppe orgulha-se de trazer a ptblico a obra Mecénica dos Fluidos, de autoria do
seu fundador, professor Alberto Luiz Coimbra. A publicacao, que integra as iniciativas
em comemoracao aos 50 anos da instituicdo, resgata uma obra singular, com exemplar
disponivel sob a guarda da Biblioteca de Obras Raras do Centro de Tecnologia da UFR]J,
na Cidade Universitdria.

Este livro atual e de grande valor didético, em especial para alunos de Engenharia,
inaugura o selo Coppe Edicoes Histéricas. Sera disponibilizado ao publico em formato
impresso e digital, facilitando o acesso aos leitores em lingua portuguesa.

Como poderdo constatar nas paginas seguintes, Coimbra foi um professor que
elaborava suas aulas com rigor e esmero, desenvolvendo equacgdes em detalhes para
torné-las compreensiveis aos alunos.

A Coppe espera com esta edi¢do levar seus leitores a cultivar o gosto pela
Matematica Aplicada, seguindo o exemplo do autor em suas memordveis aulas.

LUIZ PINGUELLI ROSA
Diretor da Coppe/UFR]

APRESENTACAO | xv






Prefacio

Estas notas sdo em parte baseadas nas aulas que ministramos desde 1953 na disciplina
Mecénica dos Fluidos do 4° ano do curso de Engenharia Industrial Quimica, Mecanica
e Metalurgia da Escola Politécnica da Pontificia Universidade Catélica do Rio de Ja-
neiro. Outra parte mais avancada da matéria constou de cursos de Extensao Universi-
taria que ministramos em 1959 e 1960 na Escola Nacional de Quimica da Universidade
do Brasil.

Tratamos neste volume, principalmente do escoamento incompressivel ideal e vis-
coso. Procuramos mostrar a importéancia dos principios e conceitos basicos da Meca-
nica e da expressdo matemadtica na formulacdo e solucao dos problemas dos fluidos
em escoamento. Acreditamos que as disciplinas dos terceiro, quarto e quinto anos
dos cursos de Engenharia devem sempre mostrar a estreita dependéncia do particular
(aplicagdes) com o geral (fundamentos fisico-matemadticos) ensinados nos dois pri-
meiros anos. S6 assim o estudante dard mais importancia as ciéncias, principalmente
a Matematica.

Um auxilio do Conselho Nacional de Pesquisas permitiu a elaboragdo do presente
trabalho. Temos que agradecer também aos engenheiros quimicos e estudantes p6s-
graduados Marcello Brasileiro Madeira, Carlos Augusto Perlingeiro e Edgard Souza
Aguiar Vieira que leram grande parte do manuscrito, apresentaram sugestdes para
melhorar a exposicao e resolveram cerca de 50 problemas de aplicacdo. O estudante
de Engenharia Quimica da Escola Nacional de Quimica, Roberto Bittencourt Teixeira
trabalhou diligentemente na datilografia e desenhos.

O plano do segundo volume inclui o estudo de bombas e do escoamento
compressivel e os canais abertos.

Rio de Janeiro, novembro de 1962

ALBERTO LUIZ COIMBRA
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Nota dos Editores

O lancamento desta edi¢do histérica tem como propésito primordial resgatar parte da
série de livros que o professor Alberto Luiz Galvao Coimbra publicou em sua trajetéria
profissional. O primeiro deles — este volume - é o mais raro e o menos conhecido. Nao
obstante, a obra reflete claramente a personalidade do autor: clareza e objetividade.

Agradecemos a Maria Cristina de Souza Barreto, responsével pela Biblioteca de
Obras Raras do Centro de Tecnologia da UFR]J, pela concessdao do tnico exemplar
existente para este trabalho de reedicdo do primeiro livro escrito pelo professor
Coimbra.

Este volume foi editado de modo a preservar ao maximo a forma e o contetido ori-
ginais. As pequenas altera¢des nesta obra histérica foram feitas com o intuito de trazer
fluidez a leitura. Na versao original, por exemplo, o tempo era denotado por . Ou-
tros termos tipicos a época, como escoamento variado, configuragdao do escoamento e
vetor radar também foram atualizados.

Boa leitura a todos!

JULIANA BRAGA RODRIGUES LOUREIRO
Professora da Coppe/UFR]

LUIZ BEVILACQUA
Professor da Coppe/UFR]
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Capitulo 1

Propriedades dos fluidos

Massa especifica ou densidade absoluta

A massa especifica de um fluido é definida por:

Om
p= lim —

Jim =, 1.1

onde 6, representa um pequeno volume de fluido com massa §,, e §,,- denota o limite
inferior de volume a partir do qual a variacdo de moléculas no seu interior passa a ser
considerada relevante.

A massa especifica é uma funcdo ponto e o fluido é considerado continuo, apesar
de ser constituido de moléculas. O ponto ao interior do fluido continuo é um volume
que, apesar de pequeno, ainda é suficientemente grande em comparag¢do com as dis-
tancias entre as moléculas. O tratamento continuo das propriedades dos fluidos sofre
restricdes quando este fluido é um gés, sujeito a uma pressdo tao baixa que o percurso
livre das moléculas é da ordem das dimensées fisicas que entram no problema. Con-
siderando que a massa especifica é uma func¢do ponto que pode variar no espaco e no
tempo, podemos dizer, em representacdo cartesiana, que

p=fxyz0 1.2)

ou em representagao vetorial,

p=f0, (1.3)

onde 7 é o vetor posicao.

A massa especifica é uma maneira de se exprimir a densidade de um fluido; ou-
tras expressdoes da densidade sdo o peso especifico e a densidade relativa. Essas
quantidades serdo introduzidas a seguir.

Peso especifico

O peso especifico é o peso por unidade de volume do fluido:

Y=p8 (1.4)

onde g é a aceleracgao da gravidade.

CAPITULOT | 1



Densidade relativa

A densidade relativa é a massa especifica de um fluido a uma dada temperatura, di-
vidida pela massa especifica de um fluido de referéncia a uma certa temperatura de
referéncia. Deste modo, a densidade relativa de um fluido é dada por:
=+, (1.5)
Prp

onde py, € amassa especifica do fluido padrao.

Para liquidos, a referéncia usual é a 4gua a 4°C ou 20°C, enquanto que para gases a
referéncia pode ser o ar padrdo, de massa especifica 1,2 kg/m® (0,0751b/ft*).

A Tabela 1.1 mostra unidades tipicas de massa e peso especifico nos sistemas
absolutos MLT e gravitacional FLT, tanto inglés quanto métrico.

MLT FLT
Métrico Inglés  Métrico  Inglés
o kg/m?® Ib/ft  utm/m® slug/ft®

¥ newton/m® Ibl/ft¢  kgf/m? |bf/fe

Tabela1.1

Forcas que atuam nos fluidos

As forgas externas que atuam em um dado elemento fluido podem ser conveniente-
mente divididas em

. forgas normais
forcas de superficie
forcas tangenciais

forcas de volume

Forcas de superficie

As forgas de superficie sdo forcas externas ao volume fluido considerado, originadas
por acdo do fluido que envolve esse volume: esta agao pode, em geral, ser desdobrada
em um componente normal a superficie e em outro tangencial a ela.

Forcas normais

Isolemos um volume de controle ou corpo livre no interior de um fluido em repouso
(Fig. 1.1). As moléculas situadas no interior deste elemento e em contato com a
sua superficie de contorno chocam-se com as moléculas vizinhas exteriores, sendo a
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frequéncia dos choques proporcional a drea da superficie. Os choques interiores pro-
duzem efeitos iguais e contrdrios e ndo deixam saldo de forca no elemento. As forcas
normais sdo estas forcas externas que atuam perpendicularmente a superficie de um
contorno, equilibrando as forcas internas. O contorno do corpo livre pode estar em
contato com uma parede sélida ou com uma interface fluido-fluido.

e

Forca normal

Volume de controle ou
corpo livre

Figura1.1

Forcas tangenciais

No escoamento de fluido viscoso, a superficie de um volume de controle estd sujeita
a uma forca inclinada, que pode ser desdobrada em uma forca normal e uma outra
tangencial a superficie. A componente tangencial da forca de superficie é também
chamada de forca de cisalhamento ou de forca viscosa.

Pressao

As forcas de superficie, tanto normais como tangenciais, sdo diretamente proporcio-
nais a drea da superficie do corpo livre; portanto, é conveniente definir um termo igual
a forca da superficie por unidade de drea, a qual recebe o nome de intensidade de
pressdo ou simplesmente pressao.

Forcas de volume

As forcas de volume, também chamadas de forcas de massa ou de campo, sao forgas
que, por ac¢do a distancia, atuam no interior de um volume de controle. O exemplo
mais comum € o da for¢a de gravidade, que atua em todas as moléculas do corpo livre
sendo, portanto, proporcional ao volume ou a massa do corpo. Essas forcas podem,
entdo, ser expressas por unidade de volume ou de massa.

Expressao analitica da forca de cisalhamento

Isolemos dois planos paralelos de drea superficial A, separados de §, em um fluido de
viscosidade p que escoa unidirecionalmente em contato com uma parede plana (Fig.
1.2). A forca tangencial F;, que deve ser aplicada no plano superior, mais rapido, para
que ele se mova com um excesso de velocidade dv, em relacdo ao plano inferior, é
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a forca de cisalhamento ou forga viscosa, cuja expressdao em funcao do gradiente de
velocidade é:
_Fy dv,
Tyx = 7 = /J,d—y
Do tensor que representa a forca de superficie (normal e tangencial) por unidade
de érea, 7,, é 0 componente que estd relacionado com o gradiente na dire¢do y da
componente v, do vetor velocidade.

(1.6)

Troca da
quantidade
de movimento

Figural.2

Consideremos agora os elementos de um fluido em movimento formado pelos tra-
¢os no plano xy dos dois planos de drea A e de duas secdes perpendiculares a esses
planos (Fig. 1.3). Esse elemento, inicialmente retangular, depois do pequeno intervalo
de tempo 6 ¢ sofre uma distor¢do angular da.

ANANENENEENENENENENENENENE NN NN NNNNN NN NN
'\ N

Figura1.3

O angulo de distorcao é expresso por:

toa ov. 0t 17
ga = 5y .
Tomando infinitésimos, temos
da_ dv, (1.8)
dt  dy’ ’
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portanto, a equacao (1.6) pode ser expressa do seguinte modo:

da
Tyx:lft%’ (19)

onde da/dt é taxa de distor¢do angular.

No escoamento de fluidos newtonianos, existe umarelacédo linearentre 7, e da/d
ou dv,/dy porque a viscosidade p é uma propriedade de fluido, independente da
tensdo de cisalhamento aplicada ou da resultante taxa de deformacao.

Transferéncia de quantidade de movimento viscoso

Entre as camadas do fluido em escoamento (Fig. 1.2) h4 uma troca transversal de
quantidade de movimento molecular ou viscoso, de tal sorte que as moléculas da ca-
mada mais rdpida chocam-se com as da camada mais lenta, acelerando-as, enquanto
que retardam-se recebendo os choques das moléculas mais lentas. Ha a necessi-
dade da aplicacao da forca viscosa para que seja mantido o gradiente de velocidade
e, portanto, o escoamento do fluido viscoso.

A tensdo viscosa T, pode ser interpretada como o fluxo (taxa de transferéncia por
unidade de drea) da componente x da quantidade de movimento molecular ou viscosa
na direcao das camadas mais rdpidas para as mais lentas, i.e., na dire¢do y. Ha entdo
o fluxo da quantidade de movimento na direcdo do gradiente negativo da velocidade e
este gradiente pode ser considerado como “for¢a motriz” do transporte da quantidade
de movimento, tal como o gradiente de temperatura na transferéncia de calor.

Quanto as unidades vemos que, no sistema absoluto,

)

lcg%
vl = [ sm?

i.e., as unidades de tensao sao as mesmas do fluxo da quantidade de movimento.

Periodo de regime transiente

Admitamos que o fluido viscoso estd contido entre duas placas de grandes dimensdes,
separadas por uma distdncia pequena (Fig. 1.4). Inicialmente o sistema estd em re-
pouso e comegamos a marcar o tempo (¢ = 0) quando a placa inferior é posta em mo-
vimento na direcdo x, com sua velocidade constante v,. O regime permanente s6 é
atingido depois de certo tempo quando, entdo, a forca constante necessdria para man-
ter o movimento da placa inferior é dado pela equacao (1.6) que, no caso de gradiente
linear de velocidade, é expresso por

dv,
dy’

T, =p (1.10)
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t<0 t=0

dy dy
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x
U, (y, t I U, (y, t

d, MRS y d, (y.t)

t, pequeno t, grande

Figural.4
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Capitulo 2

Viscosidade

Aviscosidade é uma propriedade dos fluidos newtonianos que exprime a sua resistén-
cia as forcas de cisalhamento. Um fluido muito viscoso oferece maior resisténcia as
forcgas viscosas e escoa com maior dificuldade do que um fluido pouco viscoso. Pode-
mos considerar que a resisténcia oferecida por um fluido a agdo de uma forca tangen-
cial depende de dois fatores: de sua coesdo e da taxa de transferéncia de quantidade
de movimento molecular. As forcas de coesado sdo mais fortes nos liquidos do que nos
gases e, como essas forcas diminuem com o aumento da temperatura, a viscosidade de
liquidos acompanha a variacao. Nos gases, por outro lado, as forgas de atragdo sdo me-
nores, predominando a resisténcia ao cisalhamento devido a transferéncia de quanti-
dade de movimento molecular, que aumenta com o aumento de temperatura. Deste
modo, para os gases ha um aumento da viscosidade com o aumento da temperatura.

Aviscosidade i, também chamada de coeficiente de viscosidade, viscosidade dina-
mica ou absoluta, tem dimensées como FL>T ou ML™'T~'. Sdo muito usadas como
unidades de viscosidade o poise (= 0,1 Pa.s [N.s/m?]) e o centipoise.

Viscosidade cinematica

Aviscosidade cinemadtica é determinada pela medida do tempo de escoamento de um
certo volume de liquido através de um orificio padronizado nos aparelhos de Sayholt
(Universal e Furel) e Engler. E definida por v = ./ p e envolve as dimensdes de compri-
mento e tempo, tal como na cinemdtica. Unidades usuais de viscosidade cinemadtica
sdo o stokes (= 107 m?/s) ou o centistokes.

Fluidos nao newtonianos

Os gases e a maioria dos liquidos pouco viscosos sdo fluidos newtonianos, para os
quais a representacgdo cartesiana de 7,, com dv,/dy fornece uma reta que passa pela
origem (Fig. 2.1).

A Reologia é a ciéncia que estuda a deformacdo e o escoamento de substancias que
podem se situar entre os sélidos, que seguem a teoria da elasticidade de Hooke, e os
fluidos newtonianos, que se deformam continuamente quando sujeitos a tensdes de
cisalhamento, por menores que elas sejam. Entre os dois extremos, sélidos e liquidos,
temos toda a sorte de substancias pastosas para os quais, em geral

dv,
dy’

Tye =1 2.1
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Bingham
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dv /dy

Figura 2.1

onde 1 é um coeficiente, funcdo de 7,, ou de dv,/dy. Quando 1 diminui com o au-
mento de dv,/dy, o material é chamado pseudopldstico e, no caso contrario, de di-
latante (Fig. 2.1). Um fluido Bingham, por exemplo, resiste ao escoamento até que a
tensao atinja um certo valor, i.e.,

dv,
Ty = Po—— + Toy S€ [Tl > Tp, (2.2)
Rz dy Y
dv,/dy=0, se |1, <7, 2.3)

onde 1, é a tensdo de escoamento.

Gas perfeito

Um gés perfeito obedece a equacao

PV =(m/M)RT. (2.4)
Portanto, tem-se que
~m _PM 2.5)
P=V = Rr ’

onde R é a constante universal dos gases perfeitos, M é o peso molecular do gés, P a
pressdo absoluta, T a temperatura absoluta (°R = °F+460 ou K =°C+273), V o volume
e m a massa do gas. A 0°C(32°E 273K ou 492°R) e 1 atm de pressdo, o volume de um
mol de gés perfeito calculado pela equagao (2.4) é de 22,4 1/grama-mol ou 359 ft*/1b
ml.

Outra equacdo fundamental valida para os processos reversiveis de gases perfeitos

é(M):
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PV"=C". (2.6)
Quando o processo é isotérmico, segundo a equacao (2.4),n=1e

PV =C". 2.7
Quando o processo é adiabdtico, n=7y'e

PVY =C". (2.8)

O expoente representa a razao entre o calor especifico a pressdo constante e o calor
especifico a volume constante, i.e.,

Y =C,IC,. (2.9)

Entre os dois calores especificos existe a relacao

C,—~C,=RIM. (2.10)

Portanto, de acordo com as equacdes (2.9) e (2.10):

Cy=———, 2.11

Py-1M @1D
1 R

Cp=———. (2.12)
Y-1M

Admitindo y’ constante, i.e., for¢ando tanto C, como C, a terem valores constantes,
temos as seguintes relacoes

TIT, = IV, (2.13)
T,IT, = (P,/P)5, 2.14)
P,/P, = (VIV). (2.15)

Compressibilidade

Definimos o mddulo de elasticidade E de um fluido, pelas expressoes

6P =—E(0VIVy) =E©bp/py), (2.16)

onde 6V/V, e 6p/p, sdo variacoes relativas de volume e de massa especifica
provocadas pela variagao 4 P de pressao.
Para a dgua, E = 20.000 kgf/cm?, i.e., a variacdo relativa é de 0,005%. Para gases
perfeitos, a compressdo é isotérmica, de acordo com a equacgao (2.7)
oP

E=-V,=— =p, 2.17
06V 0 ( )
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onde o indice zero refere-se as condicdes de referéncia de temperatura e pres-
sdo (usualmente 0°C e 1 atm). Se a compressdo € isentr6pica, de acordo com a
equacao (2.8)

E=YP (2.18)

Para o ara 0°C e 1 atm, de acordo com a equacao (2.17), E = 1 atm. Segue-se que o
ar é cerca de 20.000 vezes mais compressivel do que a dgua.
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Capitulo 3

Fluido ideal e fluido real

O fluido ideal é um modelo matemdtico que representa um continuo de viscosidade
nula, i.e., o fluido ideal nao oferece resisténcias as forgas tangenciais. Na superficie de
um corpo livre de um fluido ideal atuam somente forcas normais, portanto, a pressao é
aforcanormal por unidade de 4rea. O fluido ideal escorrega sem atrito em contato com
superficies sélidas, com interfaces ou com superficies de controle do préprio fluido.
O escoamento ideal é caracterizado pela auséncia de tensdes tangenciais e pelo livre
escorregamento do fluido.

O fluido real, pelo contrdrio, é viscoso e oferece alguma resisténcia as forcas tan-
genciais e, portanto, ndo pode escorregar sem resisténcia ao longo de uma parede
sé6lida. No contorno do fluido em contato com uma parede sélida, a velocidade
tangencial a parede é nula.

Fluido homogéneo e incompressivel

Diz-se que um fluido é homogéneo quando sua massa especifica p depende unica-
mente da pressdo. Ja um fluido é dito incompressivel quando sua massa especifica
p é constante. No escoamento de um fluido ideal, incompressivel e homogéneo, p é
constante e ¢ é nulo.

Estatica dos fluidos

O fluido encontra-se em uma situagdo estdtica quando ndo hé escoamento de uma
porc¢do deste fluido em relacdo a outra, i.e., quando nao hd escoamento relativo no
seu interior, ou entre o fluido e a parede s6lida que o envolve. Na condicao estética,
o fluido pode transladar-se de um ponto a outro ou rodar como um todo. Neste caso,
atuam no fluido somente forgas de pressdao normais a superficie e forcas de volume
devido a acdo de agentes externos. Nesta condi¢cdo atuam as mesmas forcas que no
fluido ideal.

Equacio diferencial da estatica dos fluidos

A equacdo diferencial da estética dos fluidos pode ser baseada na segunda lei de New-
ton: “aresultante das forcas que atuam em um elemento de volume de controle é igual
a sua massa multiplicada pela aceleracdo na direcao da forca resultante”.
Consideremos um volume de controle paralelepipedico de fluido, referido a um
sistema de eixos cartesianos de direcéo fixa porém arbitraria (Fig. 3.1). O corpo estd
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sujeito a forca de volume ou forca de campo, F,, que atua no centro de massa C.M.
segundo uma diregdo arbitréria. Essa for¢a tem componentes cartesianas F,, F,,, F,,
e é expressa por unidade de massa do fluido, i.e., tem as unidades de aceleracao. Além
da forca de volume, o corpo estd sujeito as pressdes P que atuam normalmente nas
superficies.

Figura3.1

Na direcao y a forga resultante é expressa por:

Y F,=P()8.6.—P(y+6y)86.6.+F,,p6:6,6..
Chamando de a, a componente da aceleracdo do corpo na dire¢do da forga F,,
temos
~[P(y+6,)-P(y)16.6.+pF.,6.6,6.,=pa,6,6,0.. (3.1)

Dividindo ambos os membros pelo volume 6,6,6, chegamos a uma expressao da
segunda lei de Newton, por unidade de volume do fluido

_P(y+8,)-PWy)
5

Tomando o limite quando §, tende para zero, chegamos a

+pF, =pa,. (3.2)
y

opP
_a + chy =pa,. (3.3)

Seguindo o mesmo procedimento em relacéo as dire¢des x e z, temos:
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oP

-4 ch = . 3.4
ox P pa G4
oP

-+ chz =pa,. (3.5)
0z

Essas trés tultimas equacées podem ser expressas por uma unica equagdo
independente de eixos de referéncia, i.e., por uma equagao vetorial

—gradP + pl_fc = pd, (3.6)

onde cada termo tem unidades de forca por unidade de volume, i.e., grad P é a forga
de pressio, pE, é a forca de volume ou forca de campo e pd é a chamada forca de
inércia. Nos problemas usuais de mecanica dos fluidos, a forca gravitacional é a for¢ca
de volume que atua nos elementos do continuo; portanto, nas equacdes acima, F, =
E,.

A equacdo (3.6) pode também ser considerada com um balanco de forcas, i.e.,

—grad P+ pF, — pd=0, 3.7

que representa o chamado equilibrio dindmico ou equilibrio relativo. Quando o fluido
estd em repouso, a resultante das forcas de pressado e da gravidade sao nulas, ou seja,

—gradP+pF, =0, (3.8)

expressdo que representa o chamado equilibrio estdtico.

Equacao em func¢ao da cota

E conveniente, nas aplicacdes, exprimir a forca de campo F, em relacio ao eixo de
cotas, que é vertical e dirigido positivamente para cima. Decompondo o compo-
nente F,, da forca de campo em relacao ao eixo h, de acordo com a Figura 3.2, temos:
F,, = F,,cosa, onde cosa é o cosseno diretor do eixo x em relacdo ao eixo he F,, éo
componente de F, em h.

Por outro lado, vemos na Figura 3.2 que um deslocamento §, no eixo x é acom-
panhado de um deslocamento 6. no eixo 71; portanto, cosa = 6 h/6x. Tomando in-
finitésimos e notando que conservamos y e z constantes nesses deslocamentos, te-
mos cosa = 0h/dx e dai F,, = F,,(0h/0x). Se o campo é gravitacional de aceleracdo
constante g dirigida verticalmente no sentido positivo contrério ao eixo & e chamando
simplesmente de F, o componente da forca gravitacional Fj, dirigido no sentido de h,
temos

oh oh
F,=F

gaz—ga. (39)

Analogamente, nas direcoes y € z,

CAPITULO3 | 13



0h 0h
Fy, e =8 (3.10)
oy oy
o0h 0h
F,, F,—=-g—. (3.11)
& £0z 0z
y
Direcao
Eixos da da
Fig. 3.1 aceée;agao
gravidade
—,
3, a
—F) Forca de
¢ campo na
Fig. 3.1
Fch
x
Eixo das
cotas
h=0
Figura3.2

Substituindo essas expressoes, respectivamente, nas equacoes (3.3) a (3.5) onde,

no caso, F, = Fg, resultam,

la(P+ hy=a
pax pg - Y
1a(P+ h)y=a
0y pgh) = ay,

—la(P+ h)=a
00z pE = a.

ou, sob a forma vetorial,

—grad(P +pgh) = pa.

No fluido em repouso,

grad(P+pgh) =0.
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Capitulo 4

Aplicacoes das equacoes da estatica de fluidos

Pressao em um ponto do fluido

Em um ponto, desprezando-se as forcas de campo:

gradP=VP =0. (4.1

Segue-se que a pressao em um ponto de um fluido em condicdo estética é a mesma
em todas as direcoes (Principio de Pascal), i.e.,

P,=P,=P,=P=C" 4.2)

Esse principio é aplicado tanto a um fluido na condic¢éo estatica quanto no esco-
amento de um fluido ideal. Entretanto, este principio ndao pode ser aplicado ao es-
coamento real de um fluido viscoso porque, neste caso, em um ponto, atuam as for-
¢as tangenciais que dependem da orientacdo da superficie em relacao a dire¢do do
escoamento.

Distribui¢ao horizontal da pressao

Considerando um fluido em repouso na superficie da terra e tomando a direcao x
como horizontal (Fig. 4.1), em cada ponto ao longo da direcdo horizontal do fluido
em repouso, tanto a inércia quanto a forca de volume sdo nulas e a equacao (3.12)
reduz-se a

—
h
|-
g
Superficie
x

_— —
Ploy.z) Plx+ly.2)

Figura 4.1

dP/dx=0, (4.3)

cuja solugao é P = constante ou,
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P(x,y,2)=P(x+1,y,2). (4.4)

Portanto, a pressdo é constante ao longo de um plano horizontal em um fluido
qualquer em repouso. Na realidade, as superficies isobdricas sdo superficies normais
a direcdo da forga da gravidade, ou seja, superficies aproximadamente esféricas, con-
céntricas com a terra. Superficies ortogonais a um campo de forcas sao chamadas em
geral de superficie nivel.

Distribuicao vertical da pressao

Facamos a coincidéncia, em um fluido em repouso, do eixo z com o eixo vertical das
cotas h (Fig. 4.2). Neste caso a pressao depende exclusivamente da cota e, segundo a
equacao (3.14),

dpP _ _ 4.5)
an pg=7- .
PO
ol-AY !
71
/71
/o
/’&al
o
/ ! —
P 9
/ | 4
/ |
4 1
/, !
/ [} P y
’ 1
,L/___I_lf‘)___.:.___ \I«
I P > \
X
Figura 4.2

A equacao (4.5) mostra que a pressdao no interior de um fluido em repouso au-
menta na dire¢do da forca da gravidade e que este aumento por unidade de cota é
igual ao peso especifico do fluido. Admitindo que o fluido é homogéneo e incompres-
sivel, a sua massa especifica serd constante em todo o continuo e independente da
cota h; portanto, a integracao da equacao (4.5) fornece a relacdo basica do equilibrio
hidrostatico.

P+pgh=P+yh=C". (4.6)

Dividindo ambos os membros pelo peso especifico y, temos
P
_ +h:(]:te, 4.7
Y
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onde chamamos P/y de carga de pressdo, que tem unidade de comprimento.
Integrando a equacao (4.5) do fundo do tanque (Fig. 4.2) onde a cota é nula até a
superficie livre onde & = h,, temos

hy = , (4.8)

onde P, é a pressdo atmosférica local. A diferenca entre a pressdo absoluta P e a
pressdo atmosférica P, é a pressao manomeétrica ou pressdo efetiva.
A equacdo (4.5) diz que a pressdo é uma funcio linear de h e que

ap
tga:y:—%, (4.9)

conforme ilustrado a esquerda da Figura 4.2. E claro também que o formato do vaso
ndo tem influéncia no valor da pressao em um dado nivel que s6 depende da cota.
Manémetros

Mandémetro é um instrumento usado para medir pressdo. O tipo mais simples, o piezo-
metro (Fig. 4.3) que através da coluna k& mede a pressdo no ponto 4, i.e., P, — P, = yh.
A pressao manométrica ou efetiva é expressa por

P,=yh. (4.10)

Figura 4.3

O tubo U simples (Fig. 4.4) pode ser usado para medir pressdes menores que a
pressdo atmosférica, i.e., P, = P, +yh. A pressdo manométrica é dada por

P,=—vh. (4.11)

O tubo U simples também pode ser usado para medir maiores pressdes positivas
ou negativas com o emprego de um liquido manométrico mais pesado (Fig. 4.5) de
peso especifico y,,. Nesse caso Py + hy,, = P4+ h,y;. A pressdo efetiva em A é entdo
expressa por
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Figura 4.4

Py=hyym—hyyy. (4.12)

PO
{

Ym

S —>

\~<
— >
—

Figura 4.5

O tubo U diferencial é muito usado para medir diferencas de pressdo (Fig. 4.6).
Chamando de L (leitura manométrica) a diferenca entre os niveis do liquido ma-
nométrico de peso especifico y,, e efetuando o balanco de pressdes chegamos
a

P =P, =L(ym—7Yy)- (4.13)

Em funcdo da densidade relativa, temos:

P, - P, =Ly,(d,—-dy), (4.14)

onde v, é o peso especifico da 4gua.
Para a leitura de pequenas diferencas de pressao, usa-se o manometro multiplica-
dor de dois fluidos manométricos (Fig. 4.7). Usando os indices f para o fluido cuja
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1

Figura 4.6

pressdo queremos determinar, [ para o fluido manométrico leve e p para o pesado e
efetuando o balanco de pressoes, temos

Pi+ysh+y, L=P,+yh+vy,L

Entretanto, hA = La, i.e., h = Lal A, portanto,

P1_PzzL[(Yp—Yz)'f'%(Yz—Yf)]. (4.15)

Figura 4.7

O valor de (a/A)(y, —y;) pode ser desprezado quando a/A é suficientemente
pequeno ou quando o fluido f é um gas, resultando

P,—P,=L(y,—v). (4.16)
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Quanto mais proximos forem os valores de y, e y;, maior a leitura manométrica L
para certo P, — P,.

Outro tipo de manoémetro multiplicador usado especialmente para medir
pequenas diferencas de pressdo de gases, € o manémetro inclinado (Fig. 4.8).

Figura 4.8

A relacdo entre a diferenca de nivel e a leitura é dada por:

h
L= . (4.17)
sena

Quando o desnivel no reservatério A é pequeno, o balanco de pressoes fornece

P, +hyy=P,+hy,, (4.18)
P, —P, =h(ym—7vs) =Lsenal(y, —yp. (4.19)

Quanto menor for o angulo @ maior seré a leitura L para um dado P.
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Capitulo 5

Aceleragao horizontal

Admitindo que o fluido sofre uma aceleracao horizontal na direcao x, além de estar
sujeito a aceleracao da gravidade na dire¢dao —h; temos, a partir das equacdes (3.12) e
(3.14), que

9 X

Entao, a variacdo total de P = P(x, h) é dada por dP = (0P/0x)dx+ (0P/dy)dy, ou
seja,

dP=-pa,dx—pgdh. (5.3)

Na Figura 5.1 o vaso estd sujeito a uma aceleragao uniforme a, e o liquido move-
se como um s6lido sem escoamento relativo entre suas camadas, sujeito, portanto, ao
equilibrio relativo.

-
g9
(04
h
- a
P=c*
X
Figura5.1

Na superficie livre a pressao é constante, portanto, é representada por uma reta
cujo coeficiente angular é

—dhldx=a,lg=tga. (5.4)

CAPITULOS | 23



Os planos de pressdo constante sdo planos obliquos e paralelos a superficie livre
do liquido. Mesmo quando ndo h4 superficie livre, no caso de um vaso fechado cheio
de liquido, as superficies isobéricas sdo ainda expressas pela equacao (5.4).

Rotagdo uniforme

A Figura 5.2 representa um vaso cilindrico circular girando em torno do eixo vertical e
contendo um liquido que gira como um sélido, cujos elementos descrevem trajetorias
circulares. Os elementos do liquido estao sujeitos a aceleracdo centripeta

a, = -wr, (5.5)

onde w é a velocidade angular de um elemento que gira no circulo de raio r. Os
componentes da segunda lei de Newton nas direcdes radial e axial sao

0P pWT (5.6)
or ' ’
opP

Portanto, a variacdo total de P = P(r, h) é
dP=pw’rdr—pgdh. (5.8)
Integrando a equacao (5.8) temos,
P r h
f szf pwzrdr—f pgdh, (5.9)
Py 0 hy
wZ r2
p-py="P ~— —pgh—ho). (5.10)
Na superficie livre P = P,, i.e.,
2.2
h_hoz“’z; , (5.11)

que é a equacdo de um paraboloide de revolucao cujo traco no plano ki, r de simetria
é visto na Fig. 5.2. As superficies de pressdo constante no interior do fluido sao igual-
mente superficies de paraboloides de revolugdo em torno do eixo de rotag¢do do vaso.
O traco dessas superficies no plano &, r é dado por:
h—hoz‘”—er— P-by
28 Pg

No eixo, para r = 0, a variacdo de pressdo é a mesma que a do fluido em repouso:

(5.12)

P—Py=-pg(h—hy). (5.13)
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Figura5.2

O aumento de pressdao com o quadrado do raio constitui o principio da operagdo
de bombas centrifugas e das centrifugas em geral.

Conceito de potencial

No caso de um fluido em equilibrio estético a aceleragdo a é nula e os componentes
cartesianos da equacdo (3.6) reduzem-se a

10P
Ea :ch! (5]-4)
10P
EE = Fcyr (515)
10P
E& = L'cz. (516)

Como a pressdo P é uma funcao continua das ordenadas, P = P(x, y, z), a variagdo
total de P é dada pela diferencial exata

oP 0P . 0P
Cax+ Lay+ Lz, 5.17
ax Ty YT 524 617

onde as derivadas parciais sdo dadas pelas equacodes (5.14) a (5.16). Portanto,

daP =

dpP=p(F.dx+F,dy+F,dz). (5.18)

Se o fluido em repouso é incompressivel e homogéneo, p é constante e a expres-
sdo F,.dx+ F,,dy+ F..dz deve obrigatoriamente ser uma diferencial exata. Segue-se
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que o vetor F, admite necessariamente um potencial que chamamos de Q, também
diferencial exata, i.e.,

0Q 0Q
), (5.19)

0Q
AP =pdQ=p(=dx+ —dy+—dz
PEE=P x5y YV T 4z
Portanto, no caso de um fluido homogéneo e incompressivel, o equilibrio estatico
s6 é possivel quando as forcas de campo sdo conservativas.

A expressao vetorial do equilibrio estdtico €, a partir da equagao (3.6):

gradP = pF,. (5.20)

A forga da gravidade é um exemplo de forca conservativa, portanto, fazendo o eixo
z coincidir com o eixo das cotas ki, temos,

ap -
gradP = T pF,=-pg, (5.21)

ou, de acordo com a equacao (5.19):

- aQ

Fo=-g=— (5.22)
onde Q) toma o nome de potencial gravidade. A equagdo (5.22) mostra que a variagdo
madxima de Q2 no campo gravitacional, ou seja, a variacao de Q ao longo do eixo das
cotas h, é igual a forca da gravidade na direcao contréria a direcdo da aceleracdo da
gravidade. H4 vantagem em considerar uma grandeza vetorial como igual ao gradiente
de uma grandeza escalar, i.e., no caso, F, = grad(), porque ﬁg é definido por m6dulo
e direcdo e Q somente pelo médulo. No campo gravitacional o potencial Q tem uma
interpretacdo particularmente simples. Integrando a equacao (5.22) entre duas cotas
arbitrérias h e h, e tomando Q nulo quando h = h,, temos

Q=—g(h-hy). (5.23)

A energia potencial por unidade de massa é definida como o trabalho gasto para
elevar a unidade de massa do fluido da cota h, até a cota h, portanto, a equagao (5.23)
mostra que QQ tem o mesmo valor que a energia potencial, ao mesmo nivel. Segue-se
que em superficies de nivel que foram definidas como superficies praticamente hori-
zontais, ortogonais a forca da gravidade, sdo também superficies de potencial ou de
pressao constante.

A equacdo geral das superficies de nivel em um campo de forcas conservativas é
dada por

F.,dx+F,dy+F,dz=0, (5.24)
tal como indica a equacéo (5.18).
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Forcas em areas planas submersas

As equacoes bdsicas (3.3) a (3.5) podem ser aplicadas ao calculo do médulo e do ponto
de aplicagdo de forcas que atuam em paredes de barragens e tanques, na face de
comportas, etc. O ponto de aplicacao da for¢a resultante é chamado de centro de
pressao.

Figura5.3

Na Figura 5.3, a pressao hidrostética na profundidade h é P = yh e a forca que atua
no elemento de area dS é dada por dF = PdS = yhdsS, portanto, a forca total que atua
na drea de formato arbitrario é dada pelas expressoes

N N
Fzyf hdSzysenaf 1ds,
0 0 (5.25)

F=Moygysena =ylSsena,

onde Mys é o momento estatico da drea S em relagdo a O. Como h, = I/1sena, temos
também

F=PcS=yh,S. (5.26)

A equacdo (5.26) mostra que a forca total devido a pressdo hidrostatica que atua
em uma superficie plana inclinada é igual a 4drea da superficie vezes a pressdo em seu
centro de gravidade; essa forca ndo depende da inclinacao da superficie.

A posic¢ado do centro de pressdo pode ser determinada igualmente com os momen-
tos em relacao a O das forcas que atuam nos elementos dS de drea, ao momento total
Fl,i.e.,

f yhldS =Fl,
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Nesta expressao, h = [ sen a, portanto
ysenaflzd5= Fl,,

onde [ I*dS é o momento de inércia da drea S em relacéo a O. Entao,

ysenalys = Fl,, (5.27)
e, de acordo com a equacgao (5.25),
Ins
[=—2, (5.28)
MOS

A profundidade do centro de pressdo pode entao ser calculada por

h,=I,sena. (5.29)

Podemos demonstrar que o centro de pressdo estd sempre abaixo do centro de gra-
vidade. Chamando a distancia entre os dois centros de Al e considerando que o mo-
mento de inércia da drea S em relacdo a um eixo horizontal que passa pelo centro de
gravidade é dado por Is = Ips — I?S, temos,

ar=tos¥ S s
IS IS

Quando a drea S € assimétrica podemos obter as coordenadas do C.P. tomando os

momentos em relacdo a eixos convenientemente localizados.

(5.30)

Forcas em superficies curvas submersas

Na Figura 5.4 as forgas de pressao agem perpendicularmente em qualquer ponto da su-
perficie curva e podem ser decompostas nos componentes F,, horizontal, e F,, vertical.
O componente horizontal da forca elementar PdS é PdSsena ou, como dh = dSsena
(S é area por unidade de largura), a forca horizontal total tem como médulo

2 2
szf Pdhzy[ hdh=%(h§—hf)=y8yfz, (5.31)
1 1

onde i = (h, + h,)/2 e S, é a projecdo da superficie curva no plano vertical, i.e., S, =
h, = h,.

Na equacdo (5.31), Syfz é o momento estatico da drea projetada em relacao a O,
portanto, a forca horizontal atua como se a parede fosse plana e vertical.

O componente vertical das forcas de pressdao que agem nos elementos de area é
PdScosa onde dScosa = dS,, portanto, a for¢a vertical total tem como médulo

Fyszdezyfhde, (5.32)
que é o peso da coluna vertical do liquido sobre a superficie curva.
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Figura 5.4

Flutuacio de corpos imersos

O corpo prismético de peso F, = ysV (Fig. 5.5) estd sujeito a forca de flutuagéo F; =
S(P, - Py) = Sy;(h, — ), portanto, a for¢a resultante é expressa por

F,—F=V(ys—7vp). (5.33)

Essa forca é independente da profundidade de imersao, i.e., no caso de imersao
parcial V = S(h, — h;) é o volume submerso.

v _—
h, = i\
2 \IrPJW (2 \ T /
h, 5] v, lli <

le—'

Crerrit) ,

Figura 5.5

A equacdo (5.33) mostra que um corpo imerso em um fluido perde um peso igual
ao peso do volume de fluido deslocado (Principio de Arquimedes).

O ponto de aplicacao da forc¢a de flutuacao € o centro de flutuagdo, que estd locali-
zado no centro de gravidade do volume deslocado, porque a forca de flutuagdo é igual
ao peso deste volume. O centro de flutuagao é também chamado de centro de empuxo
e a forca de flutuacéo simplesmente de empuxo.

Consideremos o efeito do peso e do empuxo na imersio do corpo:

a) Quando F, = F;, sdo iguais os pesos especificos do fluido e do corpo, que
permanecerd imével.

b) Quando F, > F;, o corpo afunda.
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c) Se F, < F; o corpo sobe e, se o fluido tem uma superficie livre, haverd uma
flutuacdo tal que F; = F,.

d) Quando o corpo é mais compressivel que o fluido, a sua densidade aumenta com
a profundidade mais rapidamente que a densidade do fluido, entao o corpo vai
para o fundo.

e) Se o corpo é menos compressivel que o fluido, sua profundidade de imersao sera

determinada pela igualdade de densidade, do corpo e do fluido.
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Capitulo 6

Conservacao de massa

O principio geral da conservacdo de uma grandeza extensiva, tal como a energia, a
quantidade de movimento ou a massa, pode ser expressa por

entrada — saida + fonte — sumidouro = taxa de acumulagao. (6.1)

Aplicada a conservagao da massa em um volume de controle isolado em um fluido
em escoamento, cada termo desta expressdo pode ser interpretado como uma taxa.
Assim, a taxa de acumulacao de massa no volume de controle é igual a diferenca entre
as vazoes de entrada e a de saida mais a diferenca entre as taxas de geracao e de absor-
¢do do fluido no interior do volume de controle. No caso comum em que nao hd nem
fonte nem sumidouro no volume de controle, a taxa de acumulacao serd, logicamente,
igual a diferenca entre as vazdes mdssicas de entrada e de saida. A expressdo matema4-
tica do principio da conserva¢ao de massa, aplicado a um fluido em escoamento, nesse
caso comum de auséncia de fonte e de sumidouro no volume de controle, é chamado
de equagdo da continuidade.

Fluxo

O fluxo de uma grandeza extensiva em escoamento através de uma superficie de con-
trole é definido como a quantidade dessa grandeza que atravessa a unidade de drea da
superficie na unidade de tempo. Se a grandeza que escoa é um escalar, o fluxo serd um
vetor e se for um vetor, o fluxo serd um tensor. Consideraremos somente, neste curso,
o fluxo de grandezas escalares.

O fluxo total de transferéncia de uma grandeza extensiva escalar por varios meca-
nismos, é igual a soma vetorial dos fluxos individuais devidos a cada um dos meca-
nismos. Chamamos de G ao fluxo de uma grandeza escalar qualquer; por exemplo o
calor. Quando o calor é transferido por conducdo e conveccao, temos,

qmtal/A = Gcalnr total = Gcalorcond. + Gmlarcom/. (62)

Chamando de C a “concentra¢do” de uma grandeza fisica que transfere-se convec-
tivamente com o escoamento de um fluido cuja velocidade é 7, o fluxo serd expresso,
de um modo geral, por

@)
Il

Q
<

(6.3)

Tomemos alguns exemplos:
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1. A “concentracdo” de massa é expressa pela massa especifica p, portanto, o fluxo
de massa é dado pelo vetor

émasm Cm U= 1Y i;r (64)

cujos componentes cartesianos sao pv,, pv,, pv..

2. A “concentra¢do” da quantidade de movimento em um fluido em escoamento é
representada pelo vetor ¢,,, = pU e o seu fluxo seria dado por um tensor. Con-
siderando, entretanto, o fluxo do componente x da quantidade de movimento,
teremos

Gyn =0V, (6.5)

que é um vetor.

Equacao da continuidade de massa para um elemento fixo e coordenadas cartesianas

Consideremos os fluxos de massa que entram e saem do prisma retangular ilustrado
na Figura 6.1. Este volume de controle do fluido em escoamento estd fixo no espaco e
seus lados 6 x, 8y e 6z ndo se alteram com o tempo. No ponto (x, y, z) a velocidade U
¢ desdobrada nos componentes v,, v, e v,. Considerando a direcéo x, as vazoes que
entram e saem do elemento sdo determinadas pelo produto do fluxo pela érea, i.e.,

entrada = pv,(6ydz), (6.6)
0(pv,
saida= |[pv, + (p;: )6x (6ydz). 6.7)
I s 5,
|
| %
|
I ———————— — — —
P P
P P
U)C
/ FL (X,y,z}
UZ
v
y
Figura 6.1

A taxa de acumulagao é expressa por
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0
taxa de acumulacdo = a—‘(t) (0x0ydz). (6.8)

Admitindo que ndo hd nem fonte nem sumidouro no elemento, vale a expressao
da equacao de continuidade:

taxa de acumulacao = entrada — saida,

3 _ opv) ©9)

ot 0x
Seguindo o mesmo processo para as direcoes y e z e somando as vazoes nas seis
faces, resulta,

0
(pvy) N da(pvy) . a(pv.) . 9p _
0x oy 0z ot

Se 0 escoamento é permanente, a taxa de acumulacao é nula, i.e.,

0. (6.10)

dlpvs) d(pv,) L 9lpv2)
0x o0y 0z

Se o0 escoamento € incompressivel e homogéneo, i.e., se p é constante, a equagdo
de continuidade é expressa por

=0. (6.11)

ov, Ov, adv,
+—+—
0x 0y Oz

Essa expressdo € vdlida tanto para escoamento permanente como para O
transiente.

=0. (6.12)

Equacdo da continuidade para elemento mével

Definimos um elemento de massa § m constante, com os lados paralelos aos eixos car-
tesianos. Na Figura 6.2 o ponto (x, y, z) representa a posicdo instantanea do elemento
que se move com a velocidade U do fluido. Os componentes de U sdo: v,, v, e v,. Os
lados I, I, e I, podem variar de comprimentos porque a massa especifica do fluido
pode se alterar ao longo do movimento. A massa do elemento é expressa por

om=pl.ll, (6.13)

que, derivada em relacdo ao tempo, da
aém dl, dl, al, dap
T CL P TR PR L ar’

Consideremos a taxa de variacdo do lado /, do elemento, notando que no tempo 0t
o ponto (x, y, z) terd se deslocado para o ponto (x+ v,6t,y + v,0t,z+ v,6t) enquanto
que o ponto (x + I, y, z) moveu-se para

+ 101, (6.14)

[x+lx+(vx+%lx)ét,y+(vy+%lx)6t,z+(vz+%lx)ét].
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As projecdes desta linha nos trés eixos coordenados que, originalmente, tinham
comprimentos [,, 0,0, terdo agora os valores

ov ov ov
L+ —16t,—1.6t,—1.6t.
o0x 0x 0x
O comprimento desta linha é igual a raiz quadrada da soma dos quadrados das trés

projecoes, i.e., desprezando as segundas poténcias de d f, o comprimento é igual a

ov,
L1+ 5 51).
Esse comprimento pode ser igualado ao determinado pela série de Taylor, i.e.,
dl ov
I.+—=6t=1|1+—=6t¢|, 6.15
dat ( 0x ) s
ou seja, simplificando,
dl, _ ov, (6.16)
dt " ox’ ‘
Analogamente, considerando as direcoes y e z, temos
dl, ov
ey e 6.17
dt 7oy 6.17)
dl, 1 ov, (6.18)
dt  “dz’ ’
Substituindo estes valores na equacao (6.14) e simplificando, resulta
Dp dv, Ov, O0v,
— + — =0, 6.19
Dt p( 0x Oy Oz ) (6.19)

onde a derivada substantiva Dp/D¢ é expressa por

Dp dp Op op op
— =+ —VU,+—V,+ V.. 6.20
Dt or ax oy T az" (6:20)

Eliminando Dp/Dt entre essas duas ultimas equacdes resulta a expressdao da
equacao da continuidade na forma da equacao (6.10).

Conceito de derivada substantiva

A derivada substantiva é um tipo especial de derivada total em relacdo ao tempo. To-
memos como exemplo a derivada substantiva da grandeza escalar p que foi introdu-
zida na equacdo (6.19). A massa especifica p varia com a posicao e com o tempo, i.e.,
p=p(x,¥ 2, 1t). Aexpressdo da sua derivada total em relacao ao tempo é de um modo
geral dado por

Dp_op dpdx dpdy 0pd

= . 6.21
Dt o0t O0xdt Oydt O0zdt (6:21)
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Figura 6.2

A equacgdo (6.20) é um caso especial em que dx/dt, dy/dt e dz/dt representa os
componentes v,, v, e v, da velocidade U do fluido no local onde se estd observando
a variacgao total da massa especifica com o tempo. A derivada substantiva é também
chamada de derivada que acompanha o movimento, porque reflete a velocidade local
do escoamento 7. O conceito de derivada substantiva pode ser explicado imaginando-
se um instrumento capaz de medir instantaneamente a massa especifica em qualquer
ponto do fluido em escoamento. Se a ponta sensivel desse instrumento move-se com
a velocidade v do fluido, dx/dt, dy/dt e dz/dt da equacdo geral (6.21) sdo idénticos
aos componentes v,, v, e v, da velocidade do fluido. Diz-se, entdo, que o observador
(ponta sensivel do instrumento) move-se com o fluido. Para esse “observador” mével,
avariacdo de massa especifica é expressa pela derivada substantiva (eq. (6.20)).

Se o “observador” se move com velocidade diferente da do fluido, dx/dt, dy/dt e
dz/dt ndo serdo mais idénticos a v,, v, e v,, no entanto, a variagdo de p é dada pela
expressdo geral (eq. (6.21)).

A derivada substantiva pode ser decomposta em duas parcelas. Uma é a taxa de
variacdo local 0p/dt que é a derivada local em relacdo ao tempo e a outra é a razao
de variacdo de p em relacdo a posicdo em um dado instante, que é representada pela
derivada convectiva, i.e.,

0 0 0
derivada convectiva = a—p v, + a0 v, + P

—V,. 6.22
550t 52 (6.22)

Segue-se que, conforme mostra a equacao (6.20), a derivada substantiva é a soma
da derivada local com a derivada convectiva.

Conceito vetorial de derivada substantiva

Consideremos preliminarmente o caso mais simples de visualizar: a varia¢do da gran-
deza escalar temperatura de um elemento fluido com o tempo, conforme este ele-
mento se movimenta em um campo. No caso geral, a distribuicdo de temperatura no
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campo pode variar com o tempo. A Figura 6.3 mostra uma distribuicao valida durante
um pequeno intervalo de tempo dt.

grad T

Figura 6.3

Em um dado instante, o elemento fluido encontra-se no ponto assinalado pelo ve-
tor posicdo 7. Se o elemento permanecer neste ponto enquanto o campo de tempe-
ratura varia com o tempo ¢ haverd somente variacdo local de temperatura cuja taxa é
expressa por 0T/0¢. Se, entretanto, no intervalo de tempo 6t o elemento se deslocar
para o ponto assinalado pelo vetor 7 + 67, haverd variacao convectiva de temperatura
devido ao movimento do elemento. Quando o campo é permanente esta serd a inica
variacdo de temperatura. A variacdo convectiva depende de dois fatores:

1. do vetor que representa a velocidade do elemento;

2. dadistribui¢do da temperatura no espago, i.e., do gradiente de temperatura.

Quando o elemento fluido se desloca do ponto 7 para o ponto 7 + 7 durante o
tempo 6t, a variacdo de temperatura do elemento serd igual a projecao do vetor 7 =
U6t na normal no ponto 7 multiplicado pelo gradiente de temperatura, i.e., a variacdo
de temperatura é dada pelo produto escalar

0T =10v0t-gradT. (6.23)
Portanto, a taxa de variagdo convectiva, i.e., a derivada convectiva da temperatura
em relacdo ao tempo € expressa por
. . . oT
derivada convectiva = %1m 57 =v-gradT. (6.24)
t—t

Deste modo, a taxa de variacao total da temperatura do elemento serd dada pela
derivada substantiva

DT _OT | 5. grad)T (6.25)
D or U ERAGD :

onde (7 - grad) pode ser considerado como um operador
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v-grad=v-V=v 0 +v 0 +v 9 (6.26)
e G PR TR P ‘

Considerando a derivada substantiva cartesiana do operador (eq. (6.26))

Dp _o0p .
“£_ZF .grad)p, 6.27
Dt ot +(7-grad)p ( )

ou, de acordo com a expressao cartesiana do operador (eq.(6.26))
Dp 0p op op 0p
— ==tV —+V,—+V, =,
Dt 0t ox oy 0z
que é a equacao (6.20).
Em geral, a derivada substantiva de uma grandeza vetorial ou mesmo de uma
grandeza tensorial é expressa pela equacdo

D grandeza agmmieza
_—= + (- d d . 6.28
; o, * (0-grad)grandeza (6.28)
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Capitulo 7

Forma integral da equacao da continuidade

Consideremos um volume de controle de 4drea S (Fig. 7.1). No intervalo de tempo
6t uma particula de fluido desloca-se através da distancia vd ¢, entretanto, somente o
componente normal de 7, - 7i = vcos a, contribui para a vazao que atravessa § S. Essa
vazdo serd positiva quando for dirigida de dentro para fora do volume de controle,
i.e., quando for uma vazio de saida; serd negativa no caso contrdrio, porque a direcao
positiva de 7, vetor unitario normal a superficie, é convencionalmente dirigida para
fora. Segue-se que o saldo de saida de vazao mdssica é expresso por

saida—entradazfpfz-ﬁdS:fpvcosads, (7.1)
S S

onde v denota o médulo de .
Se houver déficit de saida, i.e., saldo de entrada, o segundo membro desta equagdo
deverd ter um sinal negativo.

v

L
S|

58S

\ U.A = vcosa.

8S I

- -
) VCoS0dS
1

() (b)

Figura7.1

A variacdo de massa que ocorre no volume de controle (no caso, diminuicdo) é
expressa por

0
taxa de acumulagéo = — 3 f pdV, (7.2)
14
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portanto, na auséncia de fonte e sumidouro, a expressdo integral da equacao da
continuidade é dada por

0
fpvcosadS+—fpdV:0. (7.3)
s oty

No caso particular do escoamento permanente, a taxa de acumulacao € nula, e,

fpvcos adS=0. (7.4)

Quando o escoamento, além de permanente, é homogéneo e incompressivel, p é
constante e,

f vcosadS=0. (7.5)

S

Equacgbes da continuidade em coordenadas cilindricas e esféricas

Para certos tipos de problema é ttil exprimir a equacdo da continuidade expressa
em coordenadas cilindricas (Fig. 7.2) ou em coordenadas esféricas (Fig. 7.3). Em
coordenadas cilindricas o volume do volume de controle é dado por r6,5,6, e, em
coordenadas esféricas, por rz(sen(p)éu,&.

X

(ory)

Figura7.2

Coordenadas cilindricas

Considerando um elemento de volume estacionario temos, de acordo com a
Figura 7.2.

19 o+ 20 ony+ L v+ 22 o (7.6)
ror PV rawp'” ox PP 5 =% ‘
ou, usando a derivada substantiva,
0
Dp la(rv,)+1 vw+6vx _ 7.7

Dtprar roy  oxl
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\ (r.9,w)

¢ r

Figura7.3

Coordenadas esféricas

Tomando o elemento imével temos, de acordo com a Figura 7.3,

ii( rzv)+Li( v,seng) + ! i( v)+6_p_0 (7.8)
r2or PTUr rsendg o¢ prysene rsend da PUIT 5, =5 '
ou, com a derivada substantiva,
Dp+ ! a(r2v)+ L 9 (vysend) + L ov, =0 (7.9)
pr Plyzgr™ rseng dp ¢ ¢ seng oy 1 '

Expressoes vetoriais da equagao continuidade

A equacdo (6.10) pode ser escrita de maneira compacta e independente de eixos de
referéncia, do seguinte modo

dp
— +div(p?) =0. 7.10
3% iv(p?) (7.10)
Expandindo o div(p ), temos
op .
—+U-gradp+pdivi=0. (7.11)

ot
Para o escoamento permanente, a equacao (6.11) é dada por
div(pv) =0, (7.12)

enquanto que, no escoamento incompressivel e homogéneo, a equacao (6.12) é
expressa por

divy =0. (7.13)

Empregando a derivada substantiva, podemos exprimir vetorialmente a equa-
¢ao (6.19) do seguinte modo
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Dp
— +pdivy=0. 7.14
Ds pdivy ( )

De acordo com o teorema de Gauss, a integral de superficie da equacao (7.1) é igual
a integral de volume seguinte:

fpf/-ﬁdSzfdiV(pﬁ)deO, (7.15)
S 1%

portanto, a equacao (7.3) pode ser escrita do seguinte modo

0
—fpdV+fdiv(pi/')dV:0. (7.16)
ot Jy v

Como essa expressdo é verdadeira por menor que seja o volume de controle,
podemos abandonar o sinal de integral e exprimir
op
— +div(p?) =0, 7.10
T iv(pD) (7.10)
que é a forma geral da equacdo de continuidade do volume fixo (eq. (7.10)).
O divergente de uma grandeza vetorial f, igual a p¥ na equacio (7.10) do vo-

lume fixo, ou igual a ¥ na equagdo (7.14) do volume movel, pode ser expresso em
coordenadas cartesianas como

wFo 9L 0h Of
d 7.17
V= Yoy Tz (@17
em coordenadas cilindricas por
1 fw of.

=-2 , 1

div f ( rfi)+ 61!’ i (7.18)
e, em coordenadas esféricas por
1 1 0df,

d === " -—. 7.19
lvf ( ok rsen(p 0 (f¢ rsen(p ow (7.19)
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Capitulo 8

Cinematica do escoamento

A cinemadtica do escoamento consiste em descrever a velocidade em médulo e direcdo
em cada ponto do fluido. Esta descri¢do de ponto a ponto é necessaria porque o fluido
ndo é rigido e, em geral, ndo tem a mesma velocidade em todos os pontos. O estudo
da cinemadtica é, entdo, o estudo de um campo vetorial e é feito com o auxilio de linhas
de corrente, trajetorias e filetes.

Linhas de corrente

Na Figura 8.1 um elemento fluido animado de velocidade v, sai do ponto A percor-
rendo a distancia 7,0t até o ponto B no intervalo de tempo §¢. Neste interim, o ele-
mento que ocupava a posi¢cao B percorreu a distancia Uz t até o ponto C e o elemento
que estava em C foi para D percorrendo o trecho -6t e assim por diante. Se o inter-
valo de tempo ¢ é suficientemente curto, os pontos A, B,C, D,... podem ser ligados
por uma curva continua que é chamada de linha de corrente.

Figura 8.1

Vemos entdo que a linha de corrente é uma linha que mostra a direcao de um nu-
mero de elementos fluidos no mesmo pequeno intervalo de tempo. E, portanto, uma
linha tangente aos vetores velocidades em todos os seus pontos. Como consequén-
cia desta definicao podemos dizer que duas ou mais linhas de corrente ndo podem
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se tocar porque dois ou mais elementos fluidos ndo podem ocupar o mesmo lugar no
continuo ao mesmo tempo.

Trajetoria

A trajetéria € o trago feito por um tnico elemento do fluido em movimento durante
uma sequéncia de intervalos de tempo suficientemente curtos para que a curva seja
continua, i.e., ndo apresente inflexdes bruscas.

Comparacao entre linha de corrente e trajetéria

Fixemos a atenc¢do sobre o elemento que, partindo de A, caminhou até B no tempo
6't, como ilustrado na Figura 8.1. Se o escoamento é transiente, no intervalo seguinte
a velocidade 7 pode variar em médulo e dire¢éo, fazendo com que o elemento se di-
rija para C' com a velocidade 7. Deste modo, o elemento passa a fazer parte de uma
outra linha de corrente BF'. Em seguida, este elemento, animado de velocidade U se
dirige para D" em outra linha de corrente, e assim por diante. A linha ABC'D’ repre-
senta a trajetéria de um elemento fluido durante uma sequéncia de curtos intervalos
de tempos. As linhas AF, AF', AF" representam linhas de corrente, i.e., sdo as linhas
que indicam, em um dado instante, a direcdo do escoamento de diversas particulas
fluidas. E somente no caso de escoamento permanente que se confundem linhas de
corrente e de trajetdria, pois é s6 neste caso que, em qualquer ponto do continuo, o
vetor U independe do tempo.

Tubo de corrente

O tubo de corrente é um feixe de linhas de corrente cujo contorno envoltério é formado
por linhas deste mesmo tipo que passam por todos os pontos de uma curva fechada,
tracada no fluido em um dado instante. Se o escoamento é permanente, o tubo de
corrente é também um tubo de trajetdrias. De acordo com a definicao de linha de cor-
rente, é claro que ndo pode ocorrer escoamento transversal a um tubo de corrente e
toda a vazao de fluido que passa pela secao limitada pela curva original deve necessa-
riamente passar por qualquer outra se¢ao do mesmo tubo de corrente instantaneo ou,
em qualquer instante, se o escoamento é permanente (Fig. 8.2).

Figura 8.2
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Filetes

Filetes ou linhas de emissdo sao linhas que dao a posicdo instantanea dos véarios ele-
mentos de fluido que passaram ou passarao por um dado ponto continuo. Despre-
zando os efeitos do vento e do calor irradiado pela chaminé, a fotografia instantanea
de uma linha de fumaca que sai de uma chaminé é um exemplo de filete. No esco-
amento permanente confundem-se filetes, trajetorias e linhas de corrente. Portanto,
neste caso, as linhas de corrente podem ser vistas introduzindo-se filetes coloridos em
diversos pontos do fluido em escoamento como, por exemplo, se faz na experiéncia de
Reynolds para distinguir o escoamento laminar do turbulento.

Equacao dalinha de corrente

Consideremos um escoamento bidimensional no plano x,y (Fig. 8.3) onde s repre-
senta uma linha de corrente instantanea. Se o escoamento é bidimensional no plano
x,y, avelocidade néo varia na direcdo z de modo que as configuracoes das linhas de
corrente em planos paralelos ao da figura sdo idénticas.

y

s =flx,y.t,)

Figura 8.3

Como a linha de corrente é sempre tangente ao vetor velocidade em todos os seus
pontos, teremos as seguintes expressoes cartesianas de linha de corrente s = f(x, y, %))
em um dado instante #, do escoamento transiente ou durante todo o tempo do
escoamento permanente:

ay _ v

=tga. 8.1
dx v, Ch @&.1)

Nesta expressao, no limite, dx e dy representam as projecdes do elemento §s da
linha de corrente instantanea s. A equacao (8.1) pode ser expressa por

dx_dy_ds
ve v, v’

(8.2)
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Nesta expressdo, v € o modulo do vetor velocidade paralelo ao elemento
infinitesimal d s, que é dado por

Vi =i+ ;. (8.3)

A equacdo da linha de corrente também pode ser expressa por

v, dy—v,dx=0. (8.4)

No caso de escoamento tridimensional, a equacdo cartesiana da linha de corrente
pode ser obtida das relacdes

dx dy dz ds
—=—"=—=—, (8.5)
ve v, v, v

onde v é o mddulo do vetor U dado por

V= Ui+ U+ UL (8.6)

Um caso simples de escoamento tridimensional é o escoamento axissimétrico, no
qual as configuragoes sdo idénticas em todos os planos que contém o eixo de simetria
(Figs. 8.5 € 8.6).

Forma vetorial

A forma vetorial da equacgdo da linha de corrente instantanea é dada pelo produto
vetorial nulo

di x v =0, 8.7)

onde ¥ é o vetor posicido conforme mostra a Figura 8.4.

y
7 S
& sross
v I
X
Figura 8.4
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Figura 8.5

Eixo de simetria

— _
[ R
LA -
Q: -

Figura 8.6
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Capitulo 9

Aplicacao da equacao da continuidade ao tubo de corrente

Forma integral

Em muitos casos a vazdo entra e sai em trechos diferentes da drea da superficie de um
volume de controle. Tal é o caso de um tubo de corrente (Fig. 9.1) onde S, é a drea de
entrada e S, a de saida, enquanto o restante da superficie envoltéria nao se constitui
em drea de escoamento pela propria definicdo de tubo de corrente. Assim sendo a
equacdo (7.1), que exprime o valor de saida-entrada, é dada por

fpvcosadSzf pzvzcosaZdSZ—f p1vicosa,dS;. 9.1)
S S, Si

<l

Figura 9.1

Admitindo que a massa especifica e a velocidade sdo uniformes nas se¢des S, € S,,
teremos,

fpl/coscwlS:pzuzcosagSZ—plu1 cosa;S,, 9.2)
S

onde usamos o simbolo u para representar a velocidade do escoamento considerado
como unidimensional (ou unidirecional) nas secoes S, e S, (diz-se que o escoamento
é uniforme nessas secoes). Se as se¢Oes sdo, além disso, normais as direcoes das
velocidades i, e #,, cosa =1¢e,

/pvcosadSszMZSZ—pluISI. 9.3)
S
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Deste modo, se o escoamento é permanente, incompressivel e homogéneo, a
equacao (7.5) mostra que
U, S, = u,S, =Q=C". 9.4)

Equacao da continuidade em coordenadas naturais

Os eixos coordenados naturais sao eixos referidos as linhas de corrente do escoamento
(Fig. 9.2). O eixo s é sempre tangente a linha de corrente do escoamento e tem a sua
direcdo orientada na direcao do escoamento; o eixo n é sempre normal a linha de cor-
rente e estd orientado na direcdo do centro de curvatura. O terceiro eixo, m, € normal
ao plano s, n e tem dire¢do positiva orientada pela “regra da mao direita’.

n

Tubo de
corrente

Linha de
corrente

Figura 9.2

A equacao da continuidade pode ser deduzida com o auxilio das coordenadas na-
turais s, n, m. Admitimos que a linha de corrente da Figura 9.2 faz parte de um tubo de
corrente cuja secdo S varia ao longo de s mas onde a velocidade é sempre uniforme,
i.e., v = u. Neste caso, a massa que entra menos a que sai é dada por

(p u) 0(pSu)

pSudt—|pSu+——=6s|6t=— 0sot, (9.5)

enquanto a massa acumulada no intervalo de tempo 6 é expressa por

(pS)

massa acumulada = ——§sdt. (9.6)

Na auséncia de fonte e de sumidouro, igualamos estas duas ultimas expressoes
para termos

0(pS) . 0(pSu) _

9.7
ot 0s ©.7)
No caso de escoamento incompressivel de fluido homogéneo,
oS Sau oS o 9.8
ot Cas Mos '

Se, além disso, o escoamento é permanente
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o(uS) ou N 0S
= —_— u——=
0s 0s 0s
ou seja, como mostrou a equacao (9.4), uS=Q =C"*.

0, 9.9

Aplicacao do tubo de corrente para determinacao da velocidade

As linhas de contorno de um tubo de corrente de um escoamento permanente (tubo
de trajetérias ou tubo de filetes) podem ser empregadas para determinar a velocidade,
em modulo e direcdo, em qualquer ponto do escoamento, desde que se conheca a
velocidade em um dado ponto.

Admitindo que a curva fechada que gera o tubo de corrente é suficientemente pe-
quena, podemos admitir que a velocidade do fluido através da drea limitada por esta
curva é constante em maédulo e direc¢ao, i.e., através desta pequena drea o escoamento
pode ser considerado uniforme (Fig. 9.1). Neste caso, conhecendo-se a velocidade 1,
através de S; podemos determinar u, também uniforme na secado S, qualquer, do tubo
de corrente que passa por S, pela aplicacdo da equacao (9.4), i.e., o médulo de u, é
dado por u,(S,/S,). A dire¢do de u, é dada pelo contorno do tubo de corrente porque
o vetor velocidade é sempre tangente as linhas de corrente.

Na Figura 9.3 mostramos a determinacdo do campo de velocidade em torno de um
perfil aerodindmico a partir da distribuicao uniforme conhecida a montante do perfil.
Se tomarmos este perfil como muito extenso na direcao perpendicular ao plano da
figura, poderemos considerar esse escoamento como bidimensional.

ﬂl

_
| = =
=
=1 @z
— =

Figura9.3

O escoamento bidimensional é cabalmente representado por uma configuracao
plana e o médulo da velocidade em qualquer ponto de um tubo de corrente pode ser
calculado por

U, = u,(6,/6,), (9.10)

onde J representa a distancia entre as linhas de corrente adjacentes.
A vazao volumétrica no escoamento bidimensional é expressa por

Qs = ub, 9.11)
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e deve ser considerada como representando volume por unidade de comprimento
perpendicular ao plano da configuracao, por unidade de tempo.

Caracteristicas cinematicas de um escoamento

52

1. Como a linha de corrente é tangente ao vetor velocidade em todos os seus pon-

tos, ndo ha componente normal e ndo pode haver escoamento através de uma
linha de corrente.

. A distancia entre as linhas de corrente varia inversamente com a velocidade, de

modo que uma pequena distancia indica alta velocidade e, ao contrario, um es-
pacamento maior indica baixa velocidade (Fig. 9.3). Quando as linhas de cor-
rente convergem na direcao do escoamento, hd uma aceleragdo convectiva, i.e.,
um aumento de velocidade na direcdao do escoamento.

. As superficies sé6lidas em contato com fluidos em escoamento podem ser con-

sideradas como superficies de corrente, pois o escoamento é sempre tangente a
essa superficie; portanto, o trago da superficie s6lida ao plano da configuracao
bidimensional ou axissimétrica € uma linha de corrente.

. Aslinhas de corrente ndo podem se cruzar, a nao ser nos chamados pontos sin-

gulares, i.e., pontos de estagnacao, onde a velocidade € nula, tal como o ponto E
na Figura 9.6b ou, em fontes ou sumidouros (Figs. 9.4a e 9.4b).

. Um ponto no escoamento onde a direcao da linha de corrente limite varia abrup-

tamente é um ponto singular; este ponto sera de estagnacao se o dngulo que in-
clui o fluido for menor do que 180° e de velocidade infinita se maior que 180°. Na
Figura 9.5 mostramos a variacdo da velocidade uniforme u ao longo de eixos per-
pendiculares a linha de corrente limite. B € um ponto de estagnacdo (u/u, = 0)
e C é um ponto no qual a velocidade é infinita (u/u, = 00).

. No escoamento permanente a configuragdo do escoamento ndo varia com o

tempo, ao passo que no escoamento transiente com uma superficie livre ou com
um contorno moével externo ou interno, a configuracdo em relacdo a um obser-
vador fixo varia com o tempo. Quando o escoamento entre paredes sélidas fi-
xas € transiente porque a vazao total varia, a configuracao geral do escoamento
permanece inalterada, por mais que a vazao em cada tubo de corrente varie,
acarretando a variacdo do médulo da velocidade em cada ponto.

. Alguns casos de configuracdes de escoamento transiente que resultam do mo-

vimento de um contorno de corpo s6lido ou de superficie livre, com velocida-
des constantes em relacdao a um observador, podem ser transformados em con-
figuracdes permanentes pela superposi¢do de uma configuragdo de velocidade
constante, de mesmo moédulo, mas dire¢do oposta a do movimento do contorno.
O contorno é levado ao repouso em relacdo ao observador quando este se move
com velocidade de mesmo médulo e direcao que o contorno. Deste modo, alte-
ramos a configuracdo e eliminamos as aceleragoes locais, simplificando o estudo
do escoamento (Fig. 9.6).
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(@) (b)

Figura 9.6

No caso de configuracdes transientes, tal como a configuracao instantanea que se
apresenta a um observador fixo por causa do movimento de um corpo sélido submerso
em um fluido (Fig. 9.6a), o contorno do corpo ndo pode ser considerado como uma
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linha de corrente. Na Figura 9.6b o observador move-se com a velocidade do corpo
sélido, a configuracdo é permanente e o contorno é uma linha de corrente; neste caso,
se o corpo estd fixo, o observador também esta. A configuracdo da Figura 9.6b também
é obtida superpondo-se ao movimento do corpo o movimento contrario ao do fluido.
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Capitulo 10

Estudo da aceleracao

A aceleracdo de um elemento fluido é a taxa de variagdo do seu vetor velocidade. Exis-
tem dois métodos para estudar o movimento em geral ou, no caso, a variacdo da ve-
locidade. O primeiro é o método de Euler, que estuda a aceleragao dos elementos que
passam por um ponto fixo no espaco. O segundo é o método de Lagrange, que acom-
panha os elementos nas suas trajetérias para estudar as aceleracoes que eles sofrem.
Neste método, as coordenadas x, y, z de um elemento sdo varidveis que dependem da
posicao inicial do elemento no tempo. Enquanto o método de Euler estuda a variacao
de velocidade em certos pontos, o método de Lagrange segue a variacdo de velocidade
de certos elementos do fluido. A equacdo da continuidade para um elemento fixo do
fluido foi deduzida pelo método de Euler, enquanto a do elemento mével seguiu o
método de Lagrange.

Segundo o método de Euler, a velocidade de um fluido é funcdo da posicdo e do
tempo, i.e.,

b= [ 0. (10.1)

Os componentes cartesianos de U sdo entao

v, = fi(x, 3,2, 0), (10.2)
v, =f,(x,1,21), (10.3)
v, = f,(x,5,20). (10.4)

No método de Lagrange o vetor 7 que representa a posicao de um dado elemento
em qualquer instante é expresso por

F=F, 1), (10.5)

onde 7, é o vetor posicdo que identifica o elemento em um certo instante inicial ar-
bitrario ¢, i.e., cada particula do continuo tem um valor de 7}, que € retido durante o
escoamento, ou seja, i, € o nome do elemento. Os componentes cartesianos da posicao
dos elementos sdao dados por
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X = F (X9, Yo, Z0, 1), (10.6)
y:Fy(XOryOrZO) t)) (107)
z = F,(xo, Yo, %o, 1). (10.8)

Embora no método de Euler a descri¢do do movimento seja feita com a atengdo
focalizada em um ponto do espaco e ndo em um elemento, é necessiario acompanhar
os elementos fluidos pelo menos durante um certo intervalo de tempo d¢, porque as
leis da mecanica aplicam-se aos elementos e ndo aos pontos do espaco.

Expressao da aceleracao em coordenadas cartesianas fixas

Variagoes da velocidade ¥ sio acompanhadas de variacoes nos componentes v,, v, V..
De acordo com o método de Euler, considerando a variacdo do componente v, (eq.
(10.2)), temos

ov, ov, ov, ov,

= a—t6t+ a(‘)‘x+ 3y oy+ e
i.e., a variacdo 6v, é igual a soma da variacdo local (0v,/0t)6t com a variacdo
convectiva devido as variacdes 6 x, 0y e 6z da posicao (x, y, z) no intervalo de tempo.

Na Figura 10.1 vemos os componentes convectivos da variacao do componente v,
de velocidade quando um elemento situado no ponto (x, y, z) desloca-se para o ponto
(x+6x,y+06y,2+0z) no intervalo de tempo 6t durante o qual estudamos a variacio
davelocidade U para 7+ 6 7.

Dividindo ambos os membros da equagéo (10.9) por ¢ temos

5v, 6z, (10.9)

év, Ov, O0v,6x Ov,0y O0v, 0z
= + —+ — —

= + ,
6t 0t O0x o0t Oy 6t 0z Ot
onde 6 x, 0y, z ndo sdo incrementos arbitrdrios mas representam os componentes de
distancia percorrida pelo elemento no incremento de tempo d¢. Tomando os limites
quando 6t tende para zero e usando a representacao de derivada substantiva, temos

(10.10)

Dv, 0v, v, ov, ov,
=— — v, +—=

X - x+
“=Dr " ar T ox T ay T oz

Considerando a variacdo dos componentes v, e v, da velocidade ¥, chega-se por
processo semelhante as expressoes

.. (10.11)

Dv, v, oOv, ov, ov,
aY:E:EjLaUXJFWUﬁEU” (10.12)
a,= Do, :Ovz+6vzy +%v +%

“ Dt ot ox * oy ' oz
Nessas expressdes os termos 0v,/0t, 0v,/dt e dv,/0t representam as acelera-
¢oes locais, i.e., as variacdes dos componentes da velocidade com o tempo no ponto

v.. (10.13)
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b, 0v, 8+ v, 8y~ 0, 82
ox oy 0z
6z

(x,% U. 8x ox

Figura10.1

(x,y, z), enquanto os termos restantes do segundo membro representam a aceleracéo
convectiva relacionada com a variacdo de velocidade devido a posicao.

No caso de escoamento permanente a aceleracao local é nula, entretanto, a acele-
racdo convectiva pode ser finita, como no caso em que o fluido escoa por um tubo
de corrente de se¢do varidvel na direcdo do escoamento. No caso de escoamento uni-
forme a aceleracao convectiva é nula, mas se o escoamento é transiente, a aceleracao
local é finita. As expressdes dos componentes da aceleracdo d mostram que a derivada
substantiva é a soma da derivada local com a derivada convectiva.

O escoamento é dito uniforme quando as varidveis que o afetam permanecem cons-
tantes com a variacao da posi¢cao na direcao do escoamento. Usualmente a pressao
ndo é incluida nesta restricao, que se refere a velocidade, massa especifica, tempe-
ratura etc. Chamando de s a direcdo do escoamento, se ele é uniforme, 07/3ds, por
exemplo, é nulo.

Expressoes das aceleracoes em coordenadas naturais

Estudaremos a variacdo da velocidade 7 em um dado ponto O de uma linha de cor-
rente instantdnea L e, para isso, tomemos o ponto O como origem do sistema de
coordenadas naturais (Fig. 10.2).

Nas coordenadas naturais o eixo é tomado na direcdo do escoamento, sendo tan-
gente ao ponto O da linha de corrente instantdnea. O eixo n é dirigido para o centro
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Figura10.2

da curvatura da curva no ponto O. O pequeno trecho §s da linha de corrente pode ser
incluido no plano s, n. O terceiro eixo m é normal a este plano.

Avelocidade 7 varia em médulo e dire¢do para U+ ¥ no trecho OP = § s percorrido
no intervalo de tempo 6 ¢. A variacdo da velocidade 7 pode ser acompanhada a partir
da variacao dos componentes vy, v, e v,, que dependem da posicdo e do tempo, i.e.,

dv, 0v, O0v,ds Ov,dm O0v,dn
—+ —+

“Tr Tt Tosdr omdr omdr (10.14)
o< Lo 30 O ds u,dm dv,dn 1019
"dt ot ds dt om dt On dt’ ’

dv, O0v, O0v,ds Ov,dm O0v,dn
= = + — — (10.16)

“=ar T ot " as di om dr on dt
Entretanto, como J's esta situado neste instante no plano (s, n), dn/dt e dm/dt
sdo nulos e a razao de variacao d0v,,/ds também o é. Portanto, levando em conta que
ds/dt = v (mdédulo de V), temos

a =3 9 Ov (10.17)
‘dt ot 0s ’
e (10.18)
m at )
=, 0, (10.19)
ot 0s
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Vemos que o deslocamento estd incluido no plano (s, n) mas, v,, pode variar no
ponto O com o tempo enquanto v, e v, podem variar com a posi¢ao e com o tempo.
As variagdes com o tempo (no ponto O) ocorrem quando o escoamento é transiente.

Na Figura 10.2 vemos que o incremento de v, de O a P é dado por

v,
ov, =0+ a—vsés=(v+6u)sen5a1, (10.20)

onde, chamando de r o raio de curvatura da linha de corrente no ponto O, senda, =
da, = ds/r, portanto, desprezando o infinitésimo de segunda ordem, temos:

ov, v,
—_— = (10.21)
os r

O incremento de v, por sua vez, é expresso por d v, = (v+6v) cosda; — v ou, como
coséa, =1, 6v, =dv. Derivando em relacdo a s, temos

v _ @. (10.22)
ds O0s
Segue-se que os componentes da aceleracao d sao
a, = 0V, + Lov? (10.23)
ot 20s’
a, = %, (10.24)
ot
a, = % - U—Z (10.25)
"ot r

Esta dltima equacdo expressa que a aceleracdo total na dire¢do do centro de cur-
vatura N consiste da aceleracao local dv, /0t e da aceleracdo convectiva (aceleragdo
centripeta) v*/r.
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Equacao de Euler

Capitulo 1

A equacado de Euler resulta da aplicacao da segunda lei de Newton ao escoamento ideal.
No escoamento ideal atuam nos elementos do fluido as mesmas for¢as que no fluido
em repouso, i.e., as forcas de pressdo e as de gravidade. Portanto, as equagoes diferen-
ciais do fluido em repouso, (3.12) a (3.14), podem ser consideradas como expressdes

da equacao de Euler.

No problema geral do escoamento ideal, temos que calcular os componentes car-
tesianos v,, v, € v,, a pressdo P e a massa especifica p em todos os pontos do conti-
nuo. Para isso, substituimos as expressdes (10.11) e (10.12) da aceleragdo nas equagdes
(3.12) a (3.14) resultando nas equacoes de Euler em coordenadas cartesianas fixas:

Dv, dv, vav N avxy N
Dt ot ox * ay
Dv, odv, Oy, ov,
=t — UV, +—v,+
Dr ot ox oy
Dv, sz+(?vz +0vz .
= Ve+ —v
Dt 0t Ox ay "’

Equacoes de Euler em coordenadas cilindricas

Ove, _ 10 el (11.1)
0z °  pox pE™; '

ov, 10

—y,=———(P h), 11.2
oz v pay( +pgh) (11.2)
0vzv __ 19 (P+pgh) (11.3)
0z °  poz P& '

As equacoes (11.1) a (11.3) podem ser expressas em coordenadas cilindricas r, v, x (Fig.

7.2) do seguinte modo:

2

vy, 0vr ByOv By Ov_ 19 . o (11.4)
or "or "ray o ax T pors P8 '
av, u,aﬂ v, 0v, U, xaﬁ:_ia_P gh, (11.5)
at or 1 oy ox  proy
al/x+yavx+vwavx+vavx__l a(P+ h) (116)
o ""or "oy Mo T Tpax P8 |
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Expressoes vetoriais da equacao de Euler

As equacoes (11.1) a (11.3) representam os componentes cartesianos da equacio
vetorial
Dv 07V 1
D—I;=a—I;+(ﬁ-grad)ﬁ=—Egrad(P+pgh), (11.7)
onde (7 - grad) pode ser considerado como um operador definido pela equacao (6.26).
A equacdo (11.7) pode também ser expressa por
Dy . 1
— =F,——gradP, (11.8)
Dt o
onde o vetor ﬁg, forca da gravidade por unidade de massa, pode ser expresso pelo
gradiente do potencial Q (eq. (5.22)), i.e.,

-

D 1
i =gradQ — —gradP. (11.9)
Dt p
Levando em conta que
" L1 : S
(v-grad)vzigradv — U x rot?, (11.10)

podemos escrever a equacao de Euler do seguinte modo:

ov 1 1
a—l;+§grad V=D x rotD’:gradQ—EgradP. (11.11)

Equacao de Euler em coordenadas naturais

Os componentes naturais da aceleracdo em um ponto de uma linha de corrente ins-
tantanea sdo dados pelas equacdes (10.23) a (10.25). Fazendo a correspondéncia dos
eixos cartesianos fixos arbitrariamente x, y, z com 0s eixos naturais s, m, n e igualando
os componentes da aceleracao aos componentes da forca resultante, temos:

dv, 190 10

+2 2 = S (p+pgh), 11.12
ot 2 0s p@s( pgh) ( )
Ovw V10 pi e (11.13)
ot r  pon pgm '
On_ 19 oy pgn (11.14)
ot  pom g .

Essas equagdes representam os componentes naturais da equacdo de Euler e
aplicam-se em todos os pontos de uma linha de corrente instantdnea do escoa-
mento ideal. No caso de escoamento incompressivel e homogéneo, a ser considerado
doravante, a equacao (11.12) pode ser expressa por
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ov. , a( Ly h)=0 (11.15)
ar " as\P2 pen) =5 ‘
Se alinha de corrente situa-se sempre no plano (s, n), i.e., se o escoamento é plano

(bidimensional), além de permanente, as equacdes de Euler reduzem-se a

0

0 V?
&(pE+P+pgh)=0, (11.16)
v a0

Equacao de Bernoulli ao longo de uma linha de corrente

No escoamento permanente ao longo de uma linha de corrente (escoamento unidi-
mensional), temos que considerar somente o componente s das equacgdes de Euler em
coordenadas naturais. Neste caso, a equacao (11.15) reduz-se a

d v P
_(_+_+h):0- (11.18)
ds\2g pg
A equacao acima implica que
v P
— +h+—=H(, (11.19)
28 24

que é a equagdo de Bernoulli. No caso de escoamento compressivel ou heterogéneo é
necessario conhecer p = p(P, T) para se obter a forma equivalente da equacao (11.19).

A integragdo da equacdo (11.18) para fornecer a equacao (11.19) foi efetuada em
relacao ao espacgo, por isso, a constante é, em geral, funcdo do tempo, apesar do esco-
amento ser permanente. Podemos, por exemplo, variar o valor de H variando o valor
da pressdo externa a que o escoamento esteja sujeito. Na Figura 11.1, a pressao pode
ser alterada por movimento do pistdao em contato com o fluido em escoamento dentro
de um tubo. Se o escoamento é incompressivel e o fluido é homogéneo, as alteragdes
de pressdo ndo afetam o valor da massa especifica p nem o formato das linhas de cor-
rente, mas modificam o valor do termo P/pg tornando, portanto, H funcao de ¢. A
constante serd independente do tempo quando nao pudermos introduzir influéncias
exteriores no escoamento. Tal é o caso do escoamento sem superficie livre (escoamento
confinado ou for¢ado).

A equacdo (11.19) de Bernoulli, que relaciona a velocidade v com a cota h e a
pressdo total P, estd sujeita as seguintes restricdes, que convém relacionar:

1. Escoamento ideal, permanente, incompressivel de fluido continuo e homogéneo.

2. Aforca de volume que atua € a forca da gravidade, que é constante em médulo (g
porunidade de massa) e em direc¢do.

3. O trinémio (v*/2g) + h+ (P/pg) é constante ao longo de uma linha de corrente
mas essa constante pode variar com o tempo.
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Figura11.1
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Capitulo 12

Interpretacao energética da equacio de Bernoulli

Na equacdo (11.19) cada termo tem as dimensdes de energia por unidade de peso do
fluido em escoamento, ou seja, dimensdes de carga ponderal (comprimento).
Assim temos

v*/2g energiacinética por unidade de peso, i.e., carga cinéticaou taquicarga,

h energia potencial em relacdo a uma cota referéncia, por unidade de peso
do fluido ou, carga potencial,

P/pg energiade pressdo porunidade de peso ou carga de pressdo,

H carga total.

Em um dado instante, tomando dois pontos 1,2 (Fig. 12.1) ao longo de uma certa
linha de corrente, como a carga total H é constante, temos:

&+U—%+h1:&+ﬁ+h2. (12.1)
rg 28 pg 28

Os termos P/pg dessa equacdo ndo representam por si s6 um contetido de energia,
poisoescoamento é incompressivel e, consequentemente, o fluidonao é elastico. A dife-
rencaentre P,/pg e P,/ pg pode ser encarada, entretanto, como equivalente ao produto
dasforcas de pressao pelo deslocamento que sofre a unidade de peso do fluido parairde
la2.Aequacdo (12.1) pode ser interpretada graficamente como na Figura 12.1, onde os
comprimentos representam as trés formas de energia por unidade de peso ao longo da
linha de corrente L de um tubo de corrente.

O trindmio de Bernoulli diz que a linha de carga total é sempre horizontal, no en-
tanto, alinha piezométrica pode subir ou descer na dire¢dao do escoamento conforme os
valores das cotas e das cargas de pressdo, que variam independentemente uma da outra.

Conhecido o tracado de uma linha de corrente do escoamento permanente, ideal
e incompressivel e também a velocidade e a pressdao em um ponto desta linha pode-
mos, com o auxilio da equacdo (9.4) da continuidade, determinar a velocidade e, com a
equacao (12.1), a pressdo nos outros pontos da mesma linha de corrente.

Em geral, ndo s6 em um dado instante, a carga total H varia delinha de corrente para
linha de corrente do tubo como também para uma dada linha, H varia com o tempo.
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Mapeamento das linhas de corrente

No caso do escoamento plano (bidimensional) os principais métodos usados para o
mapeamento das linhas de corrente sao os seguintes:

1.

2.

3.

4.

5.

gréfico de rede de escoamento;

anélise numérica;

analogia experimental;

superposicdo de configuracoes padroes;

transformacao conforme.

Os dois ultimos métodos sdo analiticos e o da superposicao pode ser usado em certos
casos de escoamento tridimensional axissimétrico. Esses métodos de mapeamento sdo
estudados em hidrodinamica.

Outras expressoes da equacgao de Bernoulli

Multiplicando ambos os membros da equacdo (11.19) pelo médulo da aceleracdo da
gravidade, resulta:
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U2+P+ h=H (12.2)
25 gh=1g, .
onde os termos tém unidades de energia por unidade de massa.

A equacdo (11.18) quando integrada ao longo de uma linha de corrente do
escoamento permanente e incompressivel fornece diretamente a expresséao

2

%+P+pgh:Hpg, (12.3)

onde os termos tém unidades de energia por unidade de volume. Energia por unidade
de volume tem a mesma dimensao que pressao.

Omissao da forca gravitacional na equacao de Bernoulli

Nas equagoes do movimento P representa a pressdo total que atua em cada ponto do
fluido em escoamento. Essa pressao pode ser considerada como a soma da pressdo que
atuaria se o fluido estivesse em repouso com a pressao devida ao movimento do fluido.

Quando se trata de um escoamento confinado, i.e., sem superficies livres, de um
fluido incompressivel e homogéneo (p constante), a acao da forca de campo gravitacio-
nal dada pelo peso do fluido é equilibrada pelo empuxo hidrostatico em todos os pontos
do fluido. Nesse caso, portanto, podemos omitir a atuacdo da forca gravitacional da
equacdo de Bernoulli desde que a pressdo passe a representar ndo mais a pressao total
devida ao peso e a a¢do dindmica, mas somente a esta tltima.

Chamando de P’ a pressao em repouso e de P” a pressdo de movimento temos, de
acordo com P’ = constante —pgh dado pela equacdo (4.6).

P=P +P'=C"“-pgh+P". (12.4)

Substituindo esta expressao na equacao (12.3) de Bernoulli, resulta:

pv?/2+P"=C", (12.5)

i.e., cancelamos aforca de campo levando em contaem P” somente a pressao dindmica.
Nasaplicacoes praticas, usualmente nos interessa a diferenca de pressao entre dois pon-
tos do escoamento; nesses casos € evidente que AP = AP” de modo que continuaremos
a usar P para representar quer a pressdo total quer a pressdo devida ao movimento.

Extensio da equacao de Bernoulli

AequacaodeBernoullinaforma (11.19) mostraque asoma das cargas cinéticas, de pres-
sdo e potencial é constante em todos os pontos de uma certalinha de corrente desde que
0 escoamento seja permanente, ideal e incompressivel e o fluido seja continuo e homo-
géneo e estejasobaacdodeum campo gravitacional. A constante H, cargatotal, pode ter
valores diferentes para diferentes linhas de corrente, entretanto, se o escoamento é irro-
tacional, H tem o mesmo valor para todas as linhas de corrente e, neste caso, a equacao
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(12.1) pode ser aplicada entre dois pontos quaisquer do escoamento, ndo necessaria-
mente na mesma linha de corrente. O escoamento irrotacional ocorre, por exemplo,
quando aslinhas de corrente partem de umreservatorio liquido, de grandes dimensdes,
onde as velocidades sdo tdo pequenas que a carga cinética pode ser desprezada e onde,
portanto, todas as linhas de corrente tém o mesmo valorde H = (P,/pg) + h, (Fig. 12.2).
A caracterizacdo rigorosa do escoamento irrotacional serd considerada a seguir. Come-
camosrecordando a defini¢do darotacdo de um elemento rigido para depois considerar
arotagdo de um elemento fluido.

Figura12.2
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Capitulo 13

Rotac¢io de um elemento rigido

AFigura 13.1 mostrano plano x, y o movimento de translacdo pura, movimento irrotaci-
onal, deum elemento rigido. Neste caso a posicdao do elemento pode ser completamente
determinada com as trés coordenadas do seu centro de massa O’ em relacdo aos eixos
cartesianos x, y, z de origem fixa O.

o]

Figura13.1

No caso geral, de movimento rotacional (Fig. 13.2), a posicao do elemento necessita
de seis coordenadas para sua localizacao, i.e., as trés coordenadas x, y, z do centro de
massa O’ e mais trés que indiquem como os eixos x’, ¥', ' fixos no elemento, se orientam
em relacdo aos eixos de referéncia.

Embora o movimento geral do elemento rigido seja uma combina¢dao do movimento
de translacdo com o de rotagdo, podemos separa-lo em translacdo pura e rotacdo pura.
NaFigura 13.3 o elemento roda em relacdo ao eixo fixo z (eixo de rotacdo) que passa pelo
ponto O e é perpendicular ao plano x, y. Podemos usar o dngulo « que o eixo x’ fixo no
elemento faz com o eixo x para especificar a posi¢cao angular do elemento, escolhendo o
sentido positivo de rotacdo como contrario ao do movimento dos ponteiros do relégio.
Chamamos de rotagdo o vetor velocidade angular do elemento rigido definido por

a—lim@—@ (13.1)
Ts~0 6t dt’ '
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Figura13.2

cujomoédulo é w = da/dt, e cujo sentido ao longo do eixo de rotagdo obedece aregra da
mao direita.

Figura13.3

O vetor rotacdo, segundo um eixo qualquer, tem trés componentes cartesianos
wy,w,,w,. Arotacdo total do elemento, constituida da soma vetorial dos componentes,

tem um médulo dado por
w=4/0}+0}+wl (13.2)

Arotagdo pode ser considerada como “propriedade” do elemento rigido porque w é
amesma em relacdo a qualquer um de seus pontos.

Rotacdo de um elemento fluido

Enquanto um elemento rigido pode estar sujeito a dois tipos de movimento, o de trans-
lacao e o de rotacdo, um elemento fluido em escoamento real pode, além disso, estar
sujeito a deformacgao linear de compressao ou expansao e a deformacdo angular devida
as forcas de cisalhamento que atuam no escoamento viscoso.

A Figura 13.4 mostra os quatro tipos de movimento de um elemento fluido em es-
coamento bidimensional: (a) representa a translacéo; (b) a expansao; (c) arotagdo com
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as diagonais sofrendo um certo deslocamento angular e (d) a deformacdo angular dos
lados do elemento provocada pelas tensdes viscosas T, € T,,. No tipo (d) as diagonais
nao sofrem deslocamento angular, i.e., o elemento ndo sofre rotacao.

Y, Yy
r—-=—=—=—-—=- A
| [ .
| |
| | '
} | |
\ I I \ / I
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N N/
X X |
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Va1 X o] .
(©) (d)

Figura13.4

No escoamento ideal ndo ocorrem deformacdes angulares por causa da auséncia
de forcas viscosas. No escoamento incompressivel do fluido homogéneo ndo ocorrem
deformacdes lineares de expansdo ou compressao provocadas pelas forcas de pressao.

0O escoamento real viscoso é sempre rotacional, enquanto o escoamento ideal pode
ser tanto rotacional como irrotacional. Entretanto, o escoamento ideal inicialmente ro-
tacional ndo pode passar a irrotacional. As for¢cas que agem no centro de gravidade do
elemento ndao podem produzir torque que modifique o estado de rotacdo do elemento.
Como apresenca ou auséncia derotagdo de um fluido ideal ndo pode ser alterada, pode-
mos considerar a rotacao como uma “propriedade” do fluido independente da posicao
do elemento no continuo.

Durante o escoamento real ao longo de uma trajetéria reta ou curva, o elemento
fluido pode sofrer tanto deformacado quanto rotacao. Definimos a rotacdao de um ele-
mento fluido plano como a média aritmética das velocidades angulares de dois eixos
mutuamente perpendiculares, no plano do escoamento (Fig. 13.5), i.e.,

lim (13.3)

L1
O=-
2 6t—0

5d, oa di, da
(§?+~§?)=§(;?+-;?}
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Figura13.5

O moédulo do vetor rotagao de um elemento fluido é dado pela equacao (13.2) onde
os componentes sdo componentes médios aritméticos.

A Figura 13.6a mostra que o elemento considerado se deforma de tal maneira que
a rotacdo negativa do eixo horizontal é a mesma que a rotacdo positiva do eixo verti-
cal, portanto, esse escoamento € irrotacional. Por outro lado, na Figura 13.6b, o ele-
mento ndo se deforma muito, mas os eixos rodam no mesmo sentido negativo e o es-
coamento é rotacional. Vemos, portanto, que o elemento fluido pode sofrer deforma-
¢Oes no escoamento irrotacional. No escoamento ideal convergente, por exemplo (Fig.
13.7), os elementos fluidos sofrem deformacgdes, embora nao sofram qualquer rotagao
no espaco.

Figura13.6
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Capitulo 14

Escoamento rotacional e irrotacional

Dizemos que o escoamento é irrotacional quando todos os elementos do continuo tém
velocidade angular resultante nula. A caracterizacdo do escoamento rotacional ou ir-
rotacional é importante porque, para este Gltimo, a aplicacdo da equacgéo de Bernoulli
pode ser estendida aos tubos de corrente de secao finita.

Escoamento plano ao longo de linhas de correntes

Consideremos inicialmente o escoamento permanente ideal e incompressivel ao longo
de uma linha de corrente situada no plano s, n de coordenadas naturais (Fig. 10.2). A
variacdo da carga total na direcdo n perpendicular a linha de corrente pode ser obtida
derivando emrelacdo a naequacdo (11.19) de Bernoulli, i.e.,

v6v+16P+6h_dH (14.1)
gon pgon on dn’ '

Por outro lado, o componente n da equacdo de Euler, equacdo (11.11), pode ser
expresso por

1 0P oh v?
————— = (14.2)

Portanto, combinando essas duas tltimas equacdes para eliminar as variacoes de
pressao e cota, temos

dH v? ov

(14.3)

— = v—.
& dn r on
Como o eixo n é orientado para o centro de curvatura (ponto N na Fig. 10.2), en-
quanto o eixo r tem orientacao contrdria, a variacdo da carga total emrelacao a r é dada
por

dH v* dv

ar o lor

Neste ponto resta-nos provar que se (0v/0n) — (v/r) daequacao (14.3) ou (0v/0r) +
(v/r)naequagdo (14.4) sdoidenticamente nulos, 0o escoamento éirrotacional e portanto

a carga total H ndo varia na dire¢do n (ou r). E o que faremos a seguir.

(14.4)
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Na Figura 10.2 a variagdo de dire¢ao do eixo s é dada por

. bay
w, = (151}3 T (14.5)
onde d¢ é o tempo que o elemento no ponto O animado da velocidade v leva para per-
correr a distancia ds. Este tempo é dado por 6 s/ v, portanto, levando em conta também

queda, =6s/r,temos

w =2 (14.6)
;

Por sua vez, a variacao de direcdo do eixo n pode ser acompanhada na Figura 14.1
através darotacao que sofre o segmento 6 72 situado entre duas linhas de corrente, i.e.,
oa, ov

=lim =——.
=008 “on

(14.7)

O sinal negativo deve-se ao sentido darotacao do eixo s, que é contrario ao da Figura
10.2. Portanto, exprimindo a rotacao como a média das velocidades angulares dos eixos
ortogonais s e 1, temos

0=t +w)_1(£_@)_l(£+@) (14.8)
T2 T 2y an) T2\ o) ’
Segue-se que, de fato, quando
v ov
———=0, (14.9)
r on
ou
v ov
—+—=0, (14.10)
r or

0 escoamento € irrotacional e a carga total H néo varia na direcao n (ou r). A equa-
¢do (11.18) mostrou que a carga total também é constante ao longo da direcdo s da li-
nha de corrente, portanto, no caso de escoamento irrotacional, a equacdo de Bernoulli,
na forma da equacdo (12.1), pode ser empregada entre os pontos 1 e 2, que ndo preci-
sam mais estar situados na mesma linha de corrente. O escoamento ideal irrotacional é
frequentemente chamado de escoamento potencial.

No escoamento real, viscoso, nas proximidades de uma parede, existe sempre um
gradiente transversal de velocidade dv/0n tal como mostra a Figura 14.1. Nesta regido,
entdo, mesmo que a viscosidade p do fluido seja pequena, a tensao viscosa dada por
T = udv/0n é atuante e ndo pode ser desprezada. Em muitos casos praticos, entretanto,
a atuacao das forcas viscosas pode ser situada em uma camada muito fina de fluido em
contato coma parede. Enquanto nessa ténue camada as forcas viscosas sdo importantes
e o escoamento é real e rotacional, fora dela o escoamento pode ser considerado ideal e
também irrotacional, se admitirmos tacitamente que o fluido escoa de um reservatério
de grandes dimensdes, como na Figura 12.2.

A regido do fluido onde sdo aprecidveis as forcas viscosas é chamada de camada-
limite. Em certos casos, a camada-limite se separa da parede e penetra no interior do
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|
|
-x— v+ovdn
1 50, on
on : Linha de corrente
| |
-=- v
da,
Parede solida
Figura14.1

fluido, fazendo com que os efeitos das forgas viscosas ndo estejam mais restritos ao
escoamento adjacente a superficie do corpo.
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Capitulo 15

Escoamento rotacional

A rotagdo no continuo cartesianamente coordenado pelos eixos x, y, z é calculada pela
equacdo (13.2) em fungéo das velocidades angulares médias w,, w, e .. Consideremos
inicialmente arotacdo daface ABCD do elemento fluido da Figura 15.1a. AFigura15.1b
mostra que os deslocamentos angulares da, e da, dos dois eixos perpendiculares x e y
no intervalo de tempo 6 £ sdo expressos por

DD’ (0v,/10x)6x0t B av,

- , 15.1
ox ox 0x ot (15.1)

5“1 =

BB’ (0v,/0y)6y6t Ov,
60{2 = = —
oy oy oy
Aface ABCD no intervalo de tempo 4 t sofre deformacao, além de rotacio e por isso
os deslocamentos angulares 0 a, e d a, sdo diferentes.

ot. (15.2)

Y Yy

I Sz ,
| B
B 1 (o)
I
I
dy |
A ox D x x
z
(@)
Figura15.1

Considerando positivo o sentido contrario ao da rotacao dos ponteiros do relégio, a
rotacdo do elemento § y do eixo y serd negativa porque o aumento de v, com y produz
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rotacdo no sentido dos ponteiros, entdo, as velocidades angulares em relacao ao eixo z
S30 expressos por

w —&—% (15.3)
AD — 6t - ax) .
W —%—_% (15.4)
Y5 T oy’ ’
earotacao daface ABCD é expressa por
1 1(0v, Ov,
w; = E(wAD+wAB) = 5( ox ay ) (15.5)

Por processos andlogos podemos chegar a expressdes dos componentes médios da
rotacdo em relacao aos dois outros eixos x e y, i.e.,

_1/0v, Ov,
@r= 5( 4z Ox )’ (15.6)
0, = %(%’; —%). (15.7)

Se qualquer componente de & for ndo nulo, o escoamento é chamado de rotacional
ao ponto A considerado. Para que o escoamento seja irrotacional é necessério que

9y, v, (15.8)
0x OJy
ov, @

Ve 0V _y, (15.9)
0z Ox
ov. 0

v:_ 9% _, (15.10)
0y 0z

em todos os pontos do continuo. Entretanto, podem existir pontos onde estas condi¢des
ndo sdo conhecidas. Esses pontos sdo chamados de pontos singulares do escoamento
irrotacional.

Equacoes de Euler do escoamento irrotacional

As equagdes de Euler em coordenadas cartesianas fixas, equagdes (11.1) a (11.3), podem
ser simplificadas para o caso de escoamento irrotacional levando em conta as condi¢oes
expressas pelas equagoes (15.8) a (15.10). Para a direcdo x, por exemplo

Ove , Ove  Ovy 0. 10 . .. (15.11)
ar U ox T ex TV ox T Tpox- PEM ‘
avx+li(v2+v2+vz)——li(1’+ h) (15.12)
ot 20x * Y 7 pox pem '
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10v, o0 (v? P
S ==+ =+ h)=0. (15.13)
g ot 0x\2g pg
Para as outras direcdes, analogamente,
10 o (v P
_&+_(U_+_+h)=o, (15.14)
g ot 0y'\2g pg
2
la”4+9{ﬁL+fi+h)=o (15.15)
g 0t 0z\2g pg

Introduzindo nas equagdes (15.13) a (15.15) o conceito de carga total definido na
equacao (11.19), temos

l10v, OH

T tos =0, (15.16)
19y, + aH—o (15.17)
g ot dy '
10v, O0H

FET to =0. (15.18)

Se além de irrotacional e incompressivel, o escoamento é permanente,
0H O0H O0H _ 0
ox 0y 0z

mostrando que a carga total é constante por todo o campo e que a equagao de Bernoulli

pode ser aplicada entre dois pontos do continuo que ndo precisam estar na mesmalinha
de corrente.

(15.19)

Representacao vetorial

As condicOes de escoamento irrotacional dadas pelas equacoes (15.8) a (15.10) podem
ser representadas compactamente pela seguinte expressao vetorial, independente de
eixos de referéncia

rotv =0, (15.20)

onde, pela definicdao do operador rotacional,

i 7k
. |0 o0 9
rotv=Vxv= ox dy 0z (15.21)

CAPITULOTS | 81



Por defini¢dao, chamamos de vetor turbilhéo ou vetor vorticidade do elemento fluido
aorotacional da sua velocidade, portanto,

T=rot? =20, (15.22)

i.e., o vetor turbilhdo é igual duas vezes a velocidade angular.
No caso de escoamento irrotacional, a equacdo de Euler tem diversas expressoes
vetoriais. De acordo com as equacgdes (15.16) a (15.18) temos,

100
g ot

enquanto aequacdo (11.11) reduz-sea

+grad H=0, (15.23)

ov
ot

Se o escoamento é permanente, essas duas expressoes simplificam-se, i.e.,

1 1
+ > grad(7%) = gradQ — ; grad P (15.24)

grad H=VH =0, (15.25)
1 . 1
3 grad(v°) = gradQ — E grad P. (15.26)

Configuracao geral do escoamento ideal

Adotando um sistema de coordenadas cartesianas x, y, z, a configuracao geral do escoa-
mento ideal consiste em resolver um sistema de seis equacoes e seis incognitas. As seis
equacoes sdo as trés equacoes de Euler (equagdes do movimento ideal),

Dve _ 190 pisam (11.1)
Dt pox P&, '
Dv, 10

=———(P+pgh), 11.2
Dt pay( pgh) ( )
Dv. 10 (P+pgh) (11.3)
Dt poz P ’

aequacao da continuidade

olpvy) | d(pvy) L 0lpvy)  9p _
0x oy 0z ot

uma equacao de estado da forma f (P, p, T) = 0 e, no caso de escoamento anisotérmico,
uma expressdo do primeiro principio da termodinamica que relacione energia térmica
com energia mecanica. Essas seis equagdes permitiriam entdo determinar as seis va-
ridveis v, v,, v;, p, P e T em todos os pontos do continuo (com exce¢do dos pontos
singulares).

0, (6.11)
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No caso mais restrito de escoamento ideal, permanente, incompressivel e homogé-
neo, ficamos com quatro equagoes, i.e., as trés de Euler sem as aceleracdes locais e a da
continuidade, (6.12). As quatro incégnitas sdo v,, v,, v, € P. Mesmo nesse caso sim-
plificado a solugdo do sistema é extremamente dificil, pois as equagdes do movimento
sdo equacoes de derivadas parciais de segunda ordem e ndo lineares. Qualquer solugdo
dessas equacodes deve incluir um ntmero de condicoes limites que permita determinar
as constantes ou funcées de integracao.

Condicoes limites

A andlise do escoamento real ou ideal consiste na aplicacdo dos principios de meca-
nica dos fluidos, expressos sob a forma de equacgdes, para configurar um escoamento
sujeito a determinadas condicdes limites. Essas condicdes limites, as quais as equagdes
do movimento devem obedecer, sdo as condi¢des iniciais e as de contorno. As condicoes
iniciais fornecem os valores das varidveis em qualquer ponto do continuo no instante
inicial t = t,. As condi¢6es de contorno especificam o comportamento do fluido junto a
paredes sélidas ou na interface com outro fluido.

No caso de escoamentos reais, uma condicao de contorno cinemaética que deve ser
obedecida é a que o fluido deve sempre manter contato com paredes sélidas, i.e., em
nenhum ponto do contorno sélido-fluido podem existir penetragoes ou vazios. Isto
significa que a velocidade do fluido em um dado ponto do contorno com uma parede
deve assumir o mesmo valor da velocidade da parede. Se a parede estd em repouso,
evidentemente a velocidade do fluido em contato com a mesma deve ser nula.

A Figura 15.2 mostra, em duas dimensoes, que a velocidade do elemento fluido em
relacdo ao eixo normal a parede sélida, dirigida para o interior do fluido, é igual a soma
algébrica dos componentes de v, e v, emrelagdo a esse eixo normal, i.e., v, = v,cosa +
v, cos 3, onde cos @ e cos f sdo cossenos diretores da normal em relagao aos eixos x e y.

Y

Contorno \ v, \

Figura15.2

Chamando de V, a velocidade do contorno sélido normal a si mesmo, no mesmo
ponto onde a velocidade do elemento fluido normal ao contorno é v,, temos V, = v, e,
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no caso geral de trés dimensoes, chamando de [, m, n, os cossenos diretores da normal
em relacdo, respectivamente, aos eixos x, y e z, podemos escrever

V,=lv,+mv,+nv,, (15.27)

e, se 0 contorno estaimével,

lv,+mv,+nv,=0. (15.28)

Como o fluido ndo tem forma prépria, os movimentos dos seus elementos junto a
um contorno sélido que contém o fluido devem sempre guardar um contato tangencial
com esse contorno. Seaequacgdo do contorno sélido é f(x, y, z, t) = 0, as coordenadas de
qualquer elemento fluido em contato com o contorno deve obedecer continuamente a
essaequacao.

No instante t um elemento fluido estd na posicao (x, y, z) de contorno f;no instante
seguinte £+ 0t o elemento passa paraaposicao (x+dx, y+6y, z+9z) mantendo contato
com o contorno; portanto, a variacao 6 f deve ser nula, i.e.,

of . of . of . Of
0f=——0x+——0y+——0z+——=6t=0. (15.29)
F= 5305 5,07t 5204 o

O segmento da trajetéria percorrida pelo elemento fluido na superficie f no tempo

0t tem como componentes cartesianos: 6x = v,6¢t,6y = v,6tedz = v,6t, portanto,
of ~of ~ of = of

U+ U+ U+

=0. 15.
0x dy 0z ° ot 0 (15:30)

Empregando o conceito de derivada substantiva, i.e., da derivada em relacdo ao
movimento, podemos exprimir a equacao (15.30) por

D
—f =0. (15.31)
Dt
No caso de contorno imével, 0 f/dt é nulo e
of of of
—_— x+_ + — z=0! 1532
ox "oy T ez (15.32)

expressao que mostra que as velocidades do elemento em contato com a superficie sdo
tangentes a mesma.

Se a superficie definida por f = 0 é uma superficie livre onde atua a pressao
atmosférica, temos, P(x, y, z, t) = P, e entdo

oP oP oP oP
— v+ —v,+ =
0x

—vuv,+—=0. 15.33
oy 5z 5t (15:33)

Além dessas condi¢des cinemadticas aplicdveis a contornos sélidos e a superficie
livre, temos outras condi¢des que podem ser levadas em conta na integracdo das
equacdes do movimento:
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a) Fluidos em repouso ou em escoamento ideal exercem forcas de pressdao normais
aos elementos e aos contornos sélidos, enquanto no movimento real, viscoso, 0s
elementos e os contornos sdlidos estdo sujeitos a forcas tangenciais chamadas,
também, de forcas viscosas ou de atrito.

b) Nainterface de dois fluidos, a pressdao em cada ponto deve ser a mesma em cada
fluido, i.e., ndo pode haver alteracao brusca de pressao ao longo da interface.

¢) Quando um corpo, por acdo de uma forca finita se desloca em um fluido que se
estende até o infinito, é condicdo limite essencial que a velocidade do fluido ao
infinito permaneca inalterada pelo movimento do corpo; se tal ndo acontecesse,
a acdo de uma forca finita conferiria energia cinética durante um tempo finito, a
uma massa infinita de fluido, e isso é impossivel.

Escoamento irrotacional em tubo de corrente

Introduzindo nas equagdes de Euler asrestricdes do escoamentoideal, irrotacional, per-
manente, incompressivel e homogéneo ao longo de um tubo de corrente (Fig. 15.3) de
secdo S varidvel, reduzimos a configuracao a solucdo de duas equacodes a duas incégni-
tas, se admitirmos que nas secdes S, e S, a velocidade é uniforme e normal a superficie,
tal como na Figura9.1.

SQ
u2
S
ul
Figura15.3
Nesse caso as duas equagdes sao as de Bernoulli
u* P
—+—+h=H, (15.34)

28 pg

e ada continuidade, equacao (9.8), uS = Q = C*, que sao suficientes para estabelecer a
relacdo entre a velocidade u e a pressao total P. Essas equacdes podem fornecer bons
resultados quando nas secoes de controle S, e S, for pequena a variagdo da velocidade
local 7 em médulo e direcao.

A configuracido em torno do perfil aerodinamico da Figura 9.3 pode ser feita dessa
maneira, desde que se conheca o tracado das linhas de corrente.
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Escoamento uniforme

No escoamento uniforme a velocidade nao sofre variacdo convectiva, i.e., ndo varia no
espaco. Se além de uniforme o escoamento for permanente, as equacoes de Euler (11.1)
a(11.3) reduzem-sea

grad(P +pgh) =0. (15.35)

Esta equacao € anéloga a equacao (3.16), que exprime o equilibrio das forcas que
atuam em um fluido em repouso. Na equacao (15.35), entretanto, P representa a pressao
total, soma da pressdo devida ao movimento com a pressdo em repouso. Levando em
conta a expressao da pressao total dada pela equagao (12.4), temos:

gradP =0, (15.36)

onde P passa a representar a pressdo de movimento. Esta expressdo é usada no
escoamento confinado, incompressivel, homogéneo e uniforme.
A equacgao de Bernoullj, (11.19), fornece resultados analogos, i.e.,

P+pgh=H-p(?/2)=C", (15.37)
ouseja,

P=C". (15.38)

Estas expressoes valem para qualquer ponto do escoamento irrotacional onde as
linhasde corrente sdoretas e paralelas entre si. Resumindo, podemos assinalar que neste
tipo de escoamento ideal a pressdo total (ou a pressdao de movimento) distribui-se da
mesma maneira que em um fluido em repouso, onde a pressido é a hidrostatica.

Referéncias

PRANDTL, L.;TIETJENS, O.G. Fundamentals of Hydro and Aeromechanics, McGraw-Hill
Book Co., Capitulo 10, 1934.

HUNSAKER, J.C.; RIGHTMIRE, B.G. Engineering Applications of Fluid Mechanics,
Mcgraw-Hill Book Co., Capitulo 4, 1947.

FRANKLIN, N.L.; CASE, EH. Chemical Engineering Practice. In: CREMER, H.M; DAVIES,
T. (Eds.). Butterworths Scientific Publications, vol. 4, Capitulo 9, 1959.

VALLENTINE, H.R. Applied Hydrodynamics, Butterworths Scientific Publications,
Capitulo 1, 1959.

STREETER, V.L. Fluid Dynamics, McGraw-Hill Book Co., Capitulo 20, 1949.

TRINDADE NEVES, E. Curso de Hidrdulicas, Editora Globo, Capitulo 5, 1960.

86 | MECANICA DOS FLUIDOS



Capitulo 16

Aplicacoes das equac¢oes do movimento

Muitos casos praticos de escoamento real podem ser estudados, com bons resultados,
pela aplicacdo da equacgdo de Bernoulli, apesar desta equacao estar sujeita a restricdes
importantes.

Teorema de Torricelli

A superficie livre do liquido no reservatério e a superficie do jato (Fig. 16.1) estao sujei-
tas praticamente a mesma pressdo atmosférica, i.e., a uma pressdao manomeétrica nula,
enquanto isso, na superficie livre do reservatério (se¢do 1) a velocidade u, é nula e a
velocidade uniforme do jato ideal é u, finita.

@ Av4 1

Jato ideal

Figura16.1
Como este é um tipo de escoamento irrotacional, podemos aplicar aequacgdo (15.34)
entre dois pontos quaisquer das secoes 1 e 2 (Fig. 16.1), portanto,

2

hy= =2 +hy, (16.1)
28

ou, chamando de % o desnivel i, — h,,

u, =\/2gh, (16.2)

que € a expressao do teorema de Torricelli.
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A equacdo (16.2) pode ser aplicada com boa precisdao em cada instante de um es-
coamento transiente no qual a variacdo do nivel da superficie livre do reservatério é
lenta.

Pressdo de estagnacao

Aplicando a equacdo de Bernoulli (11.19) entre os pontos 1 e 2 da linha de corrente
central do jato contra a parede plana (Fig. 16.2), resulta

AP=P,— P, =pVi/2. (16.3)

O aumento da pressao P, — P, é devido a transformacdo da taquicarga volumétrica
pv?/2, pois no ponto 2, que é um ponto de estagnacao, a velocidade é nula. O termo
pv?/2 é chamado de pressdo dindmica; P, é chamada de pressdo estdtica porque seria a
pressdoindicada porum man6émetro que fosselevado com o escoamento; P, éasomada
pressao estdtica com a pressdo dinadmica, também chamada de pressdo fotal ou pressdo
de estagnagdao.

)\

Figura16.2

O peso dos volumes de controle (reduzidos a um ponto) em 1 e 2 é equilibrado pela
forca hidrostatica de flutuacdo, portanto a equacao (16.3) pode ser posta na seguinte
forma, que é uma aplicacdo da equacao (12.5)

AP =AP* =pv/2, (16.4)
daivemos que a soma de pressao estdtica para P, na equagdo (16.3) é impropria, pois P,
inclui a pressdo devida ao escoamento.
Escoamento radial

Na Figura 16.3, admitamos que a vazdo volumétrica constante Q atravessa a drea de es-
coamento (2rrb), onde b é a folga entre as placas. A velocidade em qualquer secao é
dadapor u = Q/2rrb, portanto,
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ur=C", (16.5)

i.e., avelocidade varia inversamente com o raio.
Aplicando a equacgao (15.34) entre a secdo 1 e uma secdo qualquer de raio r, temos
w P ur P
L L A o8 (16.6)
28 pg 28 pg
onde, de acordo com a equacgdo (16.5), u = u, (r,/r), portanto,

2 2
£=ﬂ+i(1_r_l), (16.7)
pg pg 28%v r’
i—H—ﬁ(ﬂ)2 (16.8)
pg  2g\r)’ '

Esta expressao mostra que no escoamento radial a pressao varia inversamente com o
quadrado do raio.

H
u,/29 B
T~ r—uézg/_ Parabola = P = fr°)
P/y S
heo Py
Uy b
u

Figura16.3

Medida de pressao e de velocidade nalinha de corrente

Suponhamos que a linha de corrente L da Figura 16.4 esteja configurando um escoa-
mento permanente, incompressivel e homogéneo. Introduzindo no liquido um tubo
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com asecdo transversal paralela alinha de corrente, esta ndo serd perturbada e oliquido
alcancard uma altura /, que equilibre a pressdo existente no ponto A, (pressao estética);
este tubo é um tubo piezométrico.

Em um outro ponto A, da mesma linha de corrente, anovaalturaél, = P,/pg e, em
virtude da equacgdo de Bernoulli, vemos que

vo_v

Al:(hz"‘lz)_(hl'*‘ll):g 2g

, (16.9)

expressdo que dd a diferenca entre as taquicargas e permite calcular a velocidade em um
ponto quando se conhece a velocidade em outro ponto.

Tubo
Piezométrico T

Figura16.4

Introduzindo um tubo em L.com asecdo transversal normal alinha de corrente (tubo
de Pitot, Fig. 16.5) o escoamento sofrerd uma perturbacéo e a velocidade se anula no
ponto A, que é um ponto de estagnacdo, como o ponto 2 da Figura 16.2. A pressao P,
(pressdo de estagnacgdo) equilibrada pela altura do liquido no tubo de Pitot excede a
pressdo P (pressao estdtica), que seria equilibrada por um tubo piezométrico colocado
no mesmo ponto. P, é dada por

P, =P+ (p1?/2), (16.10)

onde v é o médulo de ¥ no ponto considerado.

Usualmente fazemos simultaneamente asmedidas de P e P, em um dado ponto com
o auxilio de uma sonda combinada de Pitot, que € uma combinacdo do tubo piezomé-
trico com o tubo originalmente concebido por Pitot (Fig. 16.5). Esses dois tubos sao li-
gados aum mandmetro diferencial, de cujaleitura tiramos o valor de v*/2g e dai o valor
davelocidade v.

Referéncias
LEWITT, E.H. Hydraulics and Fluid Mechanics, Sir Isaac Pitman & Sons, Capitulo 3, 1959.

90 | MECANICA DOS FLUIDOS



P/pg

L

Linha
__________ de corrente

Figura16.5
Tubo
/ de Pitot
) {
Yl
A
N—
) )
~ Tubo
Piezométrico
Figura16.6

PRANDTL, L.; TIETJENS, O.G. Fundamentals of Hydro and Aeromechanics, McGraw-Hill
Book Co., Capitulo 9, 1934.

DAUGHERTY, R.L.; INGERSOLL, A.C. Fluid Mechanics, McGraw-Hill Book Co., Capitulo
5,1954.

BENRRIL, H. Hidromecdnica, Editora Dossat, Capitulo 10, 1960.

CAPITULO16 | 91






Capitulo 17

Escoamento ideal com trajetéria curva

E mais simples estudar o escoamento com trajetéria curva empregando as equagoes
de Gauss em coordenadas cilindricas, equacées (11.4) a (11.6). Na direcao tangencial
ao volume de controle da Figura 17.1 ndo atuam forcas, porque o escoamento é ideal.
Portanto, as trés equacoes reduzem-se a duas que, para escoamento permanente, Sao

aVr+ﬂ0Vr_v_12V+,,an__li(p+ n 17.1)
"or roy r Tox  por P, '
avx+ﬂ6vx+vavx__li(})+ 1 (17.2)
"or r oy “ox  pox g ’
//
|/
|/
v
/
h /
e I
“—0A — |
|
I z
o~
\\\\\ :
~ |
Yy \\J

Figura17.1

Nao ha escoamento nas direcées x e r; portanto, v, e v,, 0v,/0y, v, /0y sdo nulos.
Chamando v,, de v e fazendo a coincidéncia do eixo x com o eixo das cotas, temos

OP/0r =p(V*IT1), (17.3)

O0P/0h=—-pg. (17.4)

A equagéo (17.3) mostra que na direcdo radial a forca centrifuga é equilibrada pela forca
de pressao.
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Avariacdo total de P = P(r, h) é expressa por

opP opP v
dP—Edr+£dh—p7dr—pgdh. (17.5)

Estavariacdo depende darelacaoentre ver.
Avariagdo diferencial de carga total entre duas linhas de corrente curvas separadas
de dh é dada pela expressdo diferencial da equacao (11.19) de Bernoulli, i.e.,

at="av+ Lap+an, (17.6)
g g

onde, de acordo com a equagdo (17.5)

1 2 d
—dp+dn=L2%" 17.7)
g g r

Portanto, a equacao (17.6) ficaigual a

dH v(dv V), (17.8)

dr gldr 1

i.e.,avariacdoradial de cargatotaldependedarelacao v = v(r). Estaequacdo éandlogaa
equacao (14.4); nelaaparece dv/dr emvez de dv/0r porque no presente caso v sé varia
com r. Portanto, podemos ter dois casos de escoamento com trajetéria curva; um alta-
mente rotacional que é o vértice for¢cado, quando d H/ dr é finito, e o outro, irrotacional,
quando (dv/dr) + (v/r)e d H/dr sdo identicamente nulos, que é o vértice livre.

A Figura 17.2a mostra o movimento de um volume de controle sujeito a um vortice
forcado enquanto a Figura 17.2b ilustra o caso do vortice livre.

Linhas de
corrente circulares

B B
| |
H H
A A

Figura17.2
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a) Vértice forcado. O vortice forcado éum movimento circular segundo o qual o fluido
sujeito a um torque externo roda como uma massa s6lida, sem escorregamento entre as
camadas. E o caso da rotacéo de liquidos em centrifugas ou no rotor de bombas cen-
trifugas. Este tipo de escoamento foi estudado com o nome de rotagdo uniforme como
uma aplicacdo das equagdes diferenciais de um fluido em condicao estética (3.3) a (3.5).

Se o fluido roda como uma massa solida, a velocidade linear v é diretamente
proporcional aoraio, i.e.,

Y _w=cr (17.9)
-

onde w é a velocidade angular dos elementos fluidos sujeitos a trajetérias circulares,
portanto,

YLl ap=cr, (17.10)

onde 2w é o médulo do vetor turbilhdo definido pela equacao (15.22).
Combinando as equagoes (17.9) e (17.8) chegamos a uma expressdo da variacdo
radial da carga total

dH 2w’r
—_—= . (17.11)
dar g
Quando r =0, H = 0, portanto, integrando essa equacao, temos
(wr)*  v?
H= =—, (17.12)
4 g

i.e., a carga total varia com o quadrado do raio, o que prova mais uma vez que o vortice
forcado é um tipo extremo de escoamento ideal rotacional, onde a equacao de Bernoulli
ndo pode ser aplicada radialmente. Neste caso, as superficies isobdricas sdo superficies
de paraboloides de revolucao tal como mostram a Figura 5.2 e aequagao (5.12).

O vértice forgado é produzido pela agdo de forcas viscosas. Em uma centrifuga, por
exemplo, no inicio da rotacao, como o fluido viscoso nao escorrega na parede s6lida,
haverd movimento relativo entre as camadas mais préximas da parede e as mais afasta-
das. Esse movimento relativo é induzido pelas tensdes viscosas que aceleram a massa
de fluido. Depois de certo tempo o fluido passa a rodar em massa, sem qualquer defor-
macio e sem qualquer atuacao das forcas viscosas. Dai em diante o fluido comporta-se
como um fluido em repouso.

b) Vértice livre. No voértice livre, também chamado de vortice potencial, a rotagdo é
produzida sem o auxilio direto de energia externa; ocorre por rotagdo prévia ou por con-
sumo de energia interna. O vortice livre é encontrado em combinacdo com outros ti-
pos de escoamento nos seguintes exemplos: redemoinhos em rios, redemoinhos que
se formam no esvaziamento de vasos rasos, vortices em ciclones, rotacdo das por¢oes
mais afastadas dos liquidos agitados em um misturador rotativo e rotagdo de liquidos
no encanamento de succao ou navoluta de bombas centrifugas.
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Seofluidondorecebe energia, acargatotal detodasaslinhas de corrente é constante,
dH/dr é nulo e o escoamento é classificado como irrotacional, i.e., (dv/dr) + (v/r) =0
€, consequentemente,

vr =C". (17.13)

Esta equacdo mostra também que no vortice potencial a quantidade de movimento an-
gular, mvr, é constante. Substituindo na eq. (17.5) v por c/r e integrando entre dois
pontos do campo, temos,

+ (}’l — hl) = g
Vemos que P aumenta com o aumento do raio, enquanto v diminui. Arelagdo i — h, na
equacdo (17.14) mostra que as superficies isobdricas sdo superficies hiperbélicas (Fig.
17.3), inclusive a superficie livre, se existir.

A expressdo da carga total H, constante em todo o campo é dada pela equacdo de
Bernoullj, (11.19),ondev=c/r.

P-h ¢ (1 ! ) (17.14)

r2or?

P c
H=T s (17.15)
g 8r

\ [}
! T T ! H
I | '
I '
| | / I
L | |
by | |
I / I I
b | '
| |

| |
| |

| r : N |
| N \ \ |
| I [ Vaso N I

AN \ /
: fechado \\\\ \ : / // 7 Redemoinho
A\ !/ /

! const I ! 17

Figura17.3

Esta expressdo mostra que quando r tende para infinito, o valor de (P/pg) + h tende
para o valor da carga total H, enquanto a velocidade tende para zero. A linha piezomé-
trica tem, entdo, H como assintota. Por outro lado, quando r tende para zero, v tende
parainfinito e (P/pg) + h tende para menos infinito; portanto, como tais limites consti-
tuem uma impossibilidade fisica, o vértice livre ndo pode se estender até o eixo de rota-
¢do. O que ocorre é que nas proximidades do eixo a velocidade de rotacdo é muito alta,
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e as forgas viscosas tornam-se tdo importantes que ndo podem mais ser desprezadas.
Entdo, no centro, ndo é vélida a suposicao de H constante. O centro do vortice livre tem
atendéncia de rodar como um corpo sélido, caracteristico de vortice for¢cado. Na Figura
17.4,de r = 0 até r = r,, adistribuicdo da pressdo é parabdlica, tal como no caso do vér-
tice forcado. Esta figura mostra uma transicdo abrupta, em r = r,, do vortice livre para o
forcado; entretanto, narealidade, a transicao é gradativa.

v=ro
v=c/r,
v
P Por?
P-=const-pgc?
2gr°
7
7
1
Figura17.4

c) Vértice em espiral. O vortice em espiral resulta da superposi¢ao dos movimentos
circular e radial. O movimento circular puro tem o nome de vortice cilindrico (livre ou
forcado). Se na centrifuga esquematizada na Figura 5.2 houver extravasamento pelas
bordas ou drenagens por um orificio no fundo, haverd a produgdo do vértice em espiral.
Oredemoinho ilustrado na Figura 17.3b, que se forma quando se esvazia por um orificio
um vaso raso, é um exemplo de vortice em espiral produzido pela combinacao do esco-
amento circular com o radial. Nas bombas centrifugas, hd também a superposi¢do dos
vortices cilindricos for¢cados (no rotor) e livre (na voluta) com o escoamento radial.
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Capitulo 18

Escoamento real

No escoamento real as forcas viscosas nao podem ser desprezadas, pelo menos nas pro-
ximidades das paredes s6lidas. Chamamos de camada-limite a camada do fluido em
contato com a parede sélida onde as forcas viscosas sdo apreciaveis. Fora desta camada
podemos analisar o escoamento do fluido real como se fosse escoamento ideal. Em
muitos casos, a presenc¢a da camada-limite ndo precisa ser levada em conta, em outros,
porém, ela tem atuacao importante.

Diversas experiéncias simples comprovam a atuacao das forgas viscosas:

1. A Figura 18.1a mostra o resultado da medida da velocidade em diversos pontos
do didmetro de um tubo. Existe um perfil de velocidade; junto a parede a veloci-
dade é nula e no eixo do duto ela atinge um valor méaximo. Se o escoamento fosse
ideal o fluido escorregaria pelo contorno sélido, sem atrito, enao haveria variacao
transversal de velocidade (Fig. 18.1b).

2. Junto auma placa plana (Fig. 18.2) em contato com uma corrente fluida forma-se
uma fina camada-limite onde é aprecidvel a atuacao das forcas viscosas e onde
pode ser medido um gradiente de velocidade. Fora da camada-limite admitimos
que a velocidade tem um valor constante v,, (seria infinitamente longe da placa)
praticamente igual a velocidade de ataque v,.

(a) (b)

Figura18.1
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Figura18.2

Escoamento laminar e turbulento

No equipamento esquematizado na Figura 18.3, Reynolds conduziu experiéncias vari-
ando a velocidade do escoamento da dgua no tubo de vidro e observando o filete de
corante. Velocidades baixas produziam filetes retos e estaveis e velocidades mais altas
acarretavam irregularidades no filete e mistura do corante com a 4gua.

O tipo de escoamento ligado as menores velocidades nas experiéncias de Reynolds é
chamado de escoamento laminar, enquanto o de velocidades mais altas é 0 escoamento
turbulento. No escoamento laminar de fluido real, ocorre a troca de quantidade de mo-
vimento em escala molecular entre as laminas do fluido (Fig. 1.2). No escoamento tur-
bulento, considera-se que haja um movimento transversal de por¢des do fluido, i.e., de
turbilhdes, superpondo-se ao movimento molecular transversal viscoso. O escoamento
critico oscila com o tempo, para uma mesma velocidade, entre o laminar e o turbulento;
é um escoamento de transicao.

Segundo Reynolds, no escoamento laminar predominam as forcas viscosas, en-
quanto no escoamento turbulento as forcas de inércia sobrepdem-se as viscosas. A
razao entre as forcas de inércia e as viscosas é, geralmente, expressa por um grupo
adimensional de varidveis chamado de nimero de Reynolds.

Em um escoamento paralelo ao eixo x, a for¢ca de inércia por unidade de volume
tem como valor pDv, /D¢, ouemregime permanente, de acordo com a equagdo (10.11),
(0v,/0x)pv,. De acordo com a equacdo (1.6), a forca viscosa por unidade de volume é
dada por o7,,/0y = p(0°v,/8y*), portanto, a relacdo entre as forcas de inércia e as de
atrito viscoso é expressa por
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F;  pv.0v,/0x 18.1)
F,  ué*v./dy*’ '

Avelocidade v, é proporcional a velocidade média u, o gradiente 0v,/0x arelagdo u/D,
D sendo o didmetro do duto e 8°v,/dy* é proporcional a u/ D?. Portanto,

F, 2/D  puD
Fi_puwlD _pub oo (18.2)
F, pul/D U

onde o nimero de Reynolds é representado abreviadamente por Re.

As experiéncias de Reynolds mostraram que o niimero de Reynolds critico de tran-
si¢do entre os escoamentos laminar e turbulento oscila entre, aproximadamente, 2.000
a5.000. No limite inferior, a turbuléncia é amortecida pelas forcas viscosas, enquanto
o limite superior depende da natureza da turbuléncia inicial, do perfilamento da boca
de entrada do tubo, de vibracdes, etc. Eliminadas cuidadosamente todas as causas pro-
motoras de irregularidades no escoamento, consegue-se elevar o nimero de Reynolds
critico superior para valores da ordem de 10.000 a 100.000.

No caso da placa plana, a camada-limite passa de laminar para turbulenta em torno
de

PUoX
U

Re,; = =3,5x10° a 10°, (18.3)

onde x é adistanciaaolongo daplacamedidaapartir dobordo de ataque. Esse valor vale
parauma placa de bordo afilado paralela a corrente do fluido, cuja velocidade de ataque
év, (Fig. 18.2).
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Escoamento turbulento permanente

No escoamento turbulento, tanto a velocidade v como a pressao P variam com o
tempo em um dado ponto. A defini¢do de escoamento permanente precisa, entao, ser
estendida para incluir o escoamento turbulento.

Adescricao do escoamento turbulento pode ser convenientemente separada em um
escoamento médio e um escoamento flutuante, i.e.,

V=TV + U, (18.4)
v, =7V, +V, (18.5)
v, =1,+V, (18.6)
P=P+P, (18.7)

ou seja, os valores instantaneos em um dado ponto do escoamento sdo iguais a soma do
valor médio temporal com o valor flutuante. A média temporal em um dado ponto do
continuo é expressa, por exemplo, por

1 t+6t
V(1) = — Lat, 18.8
U, (1) &f[ v ( )

onde o intervalo de tempo 0t é suficientemente longo. Segue-se que, por defini¢ao:

v.=0, v,=0, v,=0, (18.9)

P =o. (18.10)

Consideraremos que o escoamento turbulento é permanente quando os valores mé-
dios da velocidade e da pressdao em um dado ponto sdo constantes com o tempo. Este
tipo de escoamento é chamado de escoamento quasi-permanente.
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Capitulo 19

Energia do escoamento e energia interna

O trinémio de Bernoulli, expresso pela equacado (11.19), foi deduzido a partir das equa-
¢oes de Euler que, por sua vez, sdo baseadas na Segunda Lei de Newton. A equagao de
Bernoulli pode ser também considerada como uma expressao de conservacdo de ener-
gia total do escoamento, i.e., como aplicacdo do primeiro principio da termodindmica
ao escoamento ideal e incompressivel de um fluido homogéneo. Ao longo de umalinha
de corrente instantanea ou, no caso de escoamento irrotacional ao longo de um tubo
de corrente, as energias de pressdo, cinética e potencial sdo interconversiveis, porém, a
energia total de escoamento, soma das trés formas de energia, € sempre constante.

Além das trés formas de energia ditas de escoamento, a energia total dos fluidos em
movimento deve incluir a energia interna, que é devida ao movimento das moléculas do
fluido. Esta forma de energia ndo entra em jogo no escoamento ideal, incompressivel,
porquendo hdneste escoamento conversao de qualquer formade energiaem energiain-
terna. No escoamento real, incompressivel, laminar, as for¢as viscosas convertem parte
da energia de escoamento em energia térmica, enquanto no escoamento turbulento
h4dumadegradacdo dos turbilh6es em movimento molecular desordenado, degradacao
esta que também transforma uma parte da energia de escoamento em energia térmica.
A energia térmica produzida por acdo das forgas viscosas ou pela degradacao dos tur-
bilhdes reflete-se como alteracdo na energia interna do fluido. Consequentemente, o
escoamento real deve incluir a energia interna.

Conservacio de energia

Consideremos que no sistema esquematizado na Figura 19.1 escoa um fluido viscoso
incompressivel. Em um pequeno elemento de drea S, da se¢do S;, conhecemos, no
curto intervalo de tempo ¢ o valor do vetor velocidade 7,, cujo médulo € vy, o valor da
tensdo normal (pressdo) P, e o datemperatura do fluido, T;. No intervalo de tempo d ¢ a
taxa de transferéncia de energia mecénica cedida pela bomba ao fluido é representada
pela poténcia util P, enquanto a taxa de transferéncia de energia térmica cedida pelo
trocador é g.

A energia é uma grandeza escalar enquanto o seu fluxo é um vetor, que necessita de
trés componentes cartesianos para defini-lo. Exprimindo as diversas formas de energia,
por unidade de volume, o fluxo serd dado pelo produto desta “concentracao” pelo vetor
velocidade v.

CAPITULO19 | 103



— —
Trocador
de
calor
Ok
Figura19.1
Os fluxos através de 6 S, sao:
fluxo de energia cinética (’)2—"5) U, (19.1)
fluxo de energia de pressao (P, (19.2)
fluxo de energia potencial (pgh,) 7, = (—pQ) 7y, (19.3)
fluxo de energia interna (pc, T\) V. (19.4)

Nessas expressoes, ¢, € o calor especifico a volume constante e os potenciais térmico
T e gravitacional Q(= —gh) sdo medidos em relacao a um zero referéncia arbitrario.

No intervalo de tempo dt a taxa de entrada de energia através da drea da secdo S, é
dadapor

2
f (% +P +pgh, +p1cUT1)17] -dS,.
t

Analogamente, a taxa de saida de energia por S, é expressa por

2
f (p% +P,+pgh, + pcVTz) 7,-dS,.
Sz
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A expressdo geral da conservacao diz que a “acumulacdo = entrada — saida + fonte —
sumidouro”. Admitindo regime permanente, aacumulac¢do é nula e o que entra e sai no
tempo §t, entra e sai em qualquer tempo. Portanto, na auséncia de fonte e sumidouro e
levando em conta as energias cedidas pela bomba e pelo trocador, temos

2
Pu+q+f (p%+Pl+pghl+pcVT1)171‘d§1
S
(19.5)
v? "
:f (p;z +P2+pgh2+pcuT2)ﬁg-dSZ.

Sz
Escolhendo as superficies de controle de tal modo que sejam normais aos vetores
velocidades 7, os m6dulos dos fluxos totais de energia serdo dados por pv*/2, Pv, pghv

epvc,T.Dividindo ambos os membros da equacado (19.5) por pg, resulta,

P P,
f”lds1 f Y as + | mvds, + levldSI+—+ q
s, 28 s P8 s g Js, rg P8

P ,
—f V2 s, s f 2”2d52+f h2V2d82+C—f T,0,dS,.
s, 28 s, P8 Sz 8 Js,

De acordo com a equagdo da continuidade, equacao (7.5), fsl 1,dS, = fsz v,dS, = Q,
vazdo volumétrica. Dividindo ambos os membros da equacao (19.6) por Q, podemos
exprimir o resultado do seguinte modo:

(19.6)

p, — P,
U—1+ﬁ1—+(p1h1+gl T, + q
28 r8 g Qpg Qpg
(19.7)
_2 F
= E*‘ﬁzp_‘f'(l’zhz*'fzgn;
onde, em qualquer se¢do normal ao escoamento,
a?’ = f v*ds/ f vdsS, (19.8)
S S
P = vadS/fvdS, (19.9)
S S
oh = fhvdS/fvdS, (19.10)
S S
eT = fTvdS/f vdS. (19.11)
S S

Os valores dos coeficientes «, 3, ¢ e ¢ dependem, para uma dada vazao Q, da defini-

c¢aodosvaloresmédios v, P, he T. No presente caso, v representa a média espacial e nao
atemporal como anteriormente.

CAPITULO19 | 105



Velocidade média

Em condutos forcados é usual o emprego da velocidade média definida pela equacao
(9.4),i.e.,

_Q_ JsvdS
_g_m.

Combinando esta equagdo com a equacao (19.8) para eliminar u, tiramos o seguinte
valor de a:

T=u (19.12)

1 3
=— ds. 19.13
a u3sfsv ( )

Portanto, o valor de @ depende do perfil da velocidade, i.e., de como v varia ao longo da
secdo. Se o escoamento é laminar o perfil é expresso por v = 2u[1—(r/R)?] (veraequacdo
(33.15)),onde R éoraio doduto e r éumraio qualquer menordo que R. Substituindo este
valor de v na equacao (19.13) e integrando de r = 0 até r = Rresulta @ = 2,0. Segue-se
queacarga cinética do escoamento laminar é dada por u?/ g. O perfil do escoamento tur-
bulentodepende, em um dado tubo, do valor do niimero de Reynolds; entretanto, as ex-
pressdes empiricas da relacdo entre a velocidade local v e a distdncia radial r conduzem
avalores de @ que variam aproximadamente entre 1,00 e 1,10.

Nos problemas comuns de escoamento em dutos para transporte de fluidos, a carga
cinética é usualmente de menor valor, além disso, o escoamento é quase sempre tur-
bulento. Por estes motivos, é costume considerar a carga cinética sempre expressa por
u*/2g,i.e., @ = 1,0, mesmo quando o escoamento € laminar. No caso de escoamento
ideal, irrotacional, o valor de @ é sempre um.

Temperatura média

A temperatura média do fluido em uma certa secao do conduto pode ser definida como
a temperatura resultante da perfeita mistura de todo o fluido contido na secéo. E entédo
expressa matematicamente por

JsTvdS
JsvdS’

portanto, de acordo com a equagdo (19.11), ¢ = 1,0.

T= (19.14)

Pressao e cota média

Tomando as se¢oes de controle S, e S, planas e normais ao vetor velocidade, i.e., con-
siderando que nessas secoes 0 escoamento é unidirecional, teremos que, embora P e h
variem ao longo da se¢do, a soma P + pgh serd constante. Consequentemente, neste
caso, ndo serd necessdrio usar valores médios individuais da pressao total ou da cota h.
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Quando a velocidade na secdo é constante em médulo e dire¢do, como ocorre no
escoamento irrotacional, podemos definir os valores médios de P e h por

— 1

P = —deS, (19.15)
SJs

_ 1

ho= —fhdS, (19.16)
SJs

para, de acordo com as equacdes (19.9) e (19.10) tornar, respectivamente, 3 e ¢ iguais a
um.
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Capitulo 20

Equacao simplificada de energia

Tomando como primeira aproximacdo a = 1, usando a temperatura de mistura
como temperatura média e admitindo que nas secées de controle o escoamento é
unidirecional, podemos escrever a equacao (19.7) do seguinte modo

P, ¢ q

M+(ﬂ+hl)—(&+h2)+ =2(T-T) - ——. (20.1)
28 rg rg Qrg 8 Qpg

No caso de escoamento ideal, a energia total de escoamento (u*/2g) + (P/pg) + h
ndo se transforma em energia térmica. A energiamecéanica cedida pelabomba aumenta
a energia de escoamento enquanto a energia térmica cedida pelo trocador aumenta a
energiainterna. Portanto, no caso de escoamento ideal, ambos os membros da equacao
(20.1) sao igualmente nulos, i.e.,

) 2 _ 42 P. P
u_ u, — U +(_2+h2)_(_1+h1), (202)
Qpg 2g Pg P8
qa_ _C = =
= (T, -T). (20.3)
Qrg 8

No caso de escoamento viscoso haverd, por causa do atrito interno, a conversao de
uma parte da energia de escoamento que entra na se¢do S; da Figura 19.1, em energia
térmica, que aumenta a energia interna do fluido. Chamamos de carga de atrito, h,, a
parte da energia de escoamento por unidade de peso do fluido, que se transforma em
calor. Entdo, para o escoamento real, temos

ST, -T) = h,. (20.4)
g

Em geral, mesmo no caso de sistema adiabdtico, ndo podemos usar esta expres-
sdo para determinar h,, porque a medicao do pequeno aumento de temperatura que
acompanha as “perdas por atrito” € muito dificil.

Combinando as equacgdes (20.1) e (20.4) para eliminar a energia, resulta

¥ P P, U P q
—4+—+h+ =—+—+4+h———+h,, (20.5)
28 pg Qpg 28 pg Qrg
que é expressdo da conservacao da energia ou balango de carga. Afastando do sistema a
bomba e o trocador, temos,
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2
P
A =222 e, (20.6)
28 pg

Quando o escoamento é ideal, i, = 0, e esta expressdo se transforma na equacao
(12.1), vdlidaem dois pontos quaisquer aolongo deum tubo de corrente se o escoamento
éirrotacional ou, aolongo de umalinha de corrente instantanea, no caso de escoamento
ideal rotacional.

Conservacao de energia no escoamento turbulento

A equacdo (19.5) inclui a restricdo de escoamento permanente, entretanto, o escoa-
mento turbulento é, quanto aos elementos fluidos, um caso de escoamento transiente.
Neste caso, a equacgdo (19.5) tem que ser modificada. A entrada de energia através da
secdo S, da Figura 19.1, por exemplo, deve ser expressa por

2
f f(p% +P +pgh, +pcuTl)ﬁ1 -dS,dt,
S Jt

enquanto a acumulacio, diferente de zero, deve ser dada por § Edt onde § E representa
a taxa de acumulacao de energia no sistema. Deste modo, entdao, podemos armar um
balanco de energiado escoamento transiente onde cada variavel é expressa por seu valor
instantaneo. Admitindo para simplificacdo que o conduto da Figura 19.1 ndo tem nem
bomba nem trocador, resulta

2
f f(p% +P +pgh + pchl)iJl -dS,dt
S Jt
(20.7)

2
—f f(p% +P2+pgh2+pcuTz)l_}2-d§2dt=f@Edt.
S, t t

Integrando todos os termos em relacao a um intervalo de tempo suficientemente
longo para que o escoamento turbulento possa ser considerado “quasi-permanente”
e dividindo por ¢, resulta no segundo membro, ( fatﬁE dt)/6t, que pode ser conside-
rado nulo. Portanto, a equagao (19.5) é aplicavel ao escoamento turbulento “quasi-
permanente” quando as suas varidveis sao expressas por seus valores médios temporais.
As equacoes simplificadas (20.5) ou (20.6) podem ser usadas também nesse modelo de
escoamento turbulento.

No escoamento em tubos comerciais o valor da componente flutuante da veloci-
dade instantanea, mesmo longe da parede, onde o grau de liberdade é maior, € da or-
dem da centésima parte da velocidade média temporal. Consequentemente, o inter-
valo de tempo 6t ndo precisa ser muito longo para que o escoamento turbulento seja
considerado como escoamento “quasi-permanente”, com boa precisao.

As defini¢oes de linhas e tubos de corrente também podem ser aplicadas ao esco-
amento turbulento “quasi-permanente”, i.e., a0 escoamento turbulento caracterizado
pela velocidade média temporal que serd, entdo, a velocidade tangente as linhas de
corrente.
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Capitulo 21

Equacao da quantidade de movimento

Aequacao da quantidade de movimento que veremos a seguir e a da energia, que acaba-
mos de estudar, sdo especialmente tteis nos problemas de escoamento de fluidos que
nao podem ser analisados pelas equa¢des do movimento, i.e., pelas equacoes de Euler,
no escoamento ideal, e pelas equacdes de Navier-Stokes no escoamento real, viscoso.
Em muitos casos, essas equagdes ainda ndo podem ser integradas de modo a fornecer
um resultado de aplicac¢do prética. Nestas situacdes podemos empregar a equacgao da
quantidade de movimento e a da energia, que sao equacdes globais e que, baseadas so-
mente em condi¢des de contorno do sistema, fornecem resultados tteis. O uso dessas
equacoes ndo exige o conhecimento do mecanismo interno do escoamento necessario
aaplicacao das equagdes do movimento.

Conservacio da quantidade de movimento

A equacdo da quantidade de movimento pode ser deduzida combinando o principio
de conservacgao dessa grandeza extensiva (eq. 6.1) com a segunda lei de Newton. A se-
gunda lei de Newton diz que a resultante das forcas que atuam em um sistema € igual
a taxa de variacdo de sua quantidade de movimento. Na expressdo geral da conserva-
¢ao, a forca resultante pode ser considerada como fonte ou sumidouro da quantidade
de movimento, i.e.,

forca resultante = acumulacio + (saida — entrada). (21.1)

Se o0 escoamento é permanente, a taxa de acumulacao é nula e a forca resultante é igual
ataxa de saida menos a taxa de entrada de quantidade de movimento.

Devemos notar que a forc¢a resultante representa, na realidade, a soma das forcas
externas que atuam no sistema. As forgas internas entre as particulas que constituem
o sistema cancelam-se em obediéncia ao principio da acao e reacdo (terceira lei de
Newton).

Fluxo da quantidade de movimento

A quantidade de movimento é uma grandeza extensiva vetorial e o seu fluxo é repre-
sentado por um tensor. Considerando-se o fluxo da quantidade de movimento por
unidade de volume do fluido (“concentragdao” da quantidade de movimento), o tensor
representativo desse fluxo tem os seguintes componentes cartesianos:
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(pvdve (pvdv, (pvJv,
(pvyv. (ov)v, (pv v, |- (21.2)

(ovJv. (pv)v, (pv)v,

Nesta matriz, cada termo representa o fluxo de um componente da quantidade de mo-
vimento em uma das trés direcGes cartesianas. Assim, (pv,)v, representa o fluxo da
componente x da quantidade de movimento na dire¢do x do escoamento.

Consideramos a seguir a dedu¢do da equac¢do da quantidade de movimento por
alguns métodos.

Equacdo da quantidade de movimento em um volume de controle fixo no espaco (Método
de Euler)

Consideremos o escoamento na dire¢ao x através do volume de controle estacionario
ilustradonaFigura21.1. Os componentes v, e v, sdo nulos. A taxa de entrada correspon-
dente ao fluxo do componente x da quantidade de movimento devida ao escoamento na
direcdo x é dada por

entrada = (pv,)v,(6,0.), (21.3)

enquanto ataxa de saida é expressa por

o JIALA
saida = {(pvx)vx+ Téx}ﬁyéz. (21.4)
|
|
|
—_— |
x |
5, |
—_—————
N
5y \\
S
(y,2)
Figura 21.1
Portanto, o saldo de entrada é expresso por
, 0
entrada — saida = —a—[(pvx) v,]6.6,6.. (21.5)
X

A quantidade de movimento do volume de controle é (pv,)6,6,0 ., portanto, a taxa
de acumulagao é dada por
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taxa de acumulacdo = 0,6,0,. (21.6)

o(pvy)
ot

Chamando de 6 F, aforcaresultante que atua na direcio x do escoamento de acordo
com a segunda lei de Newton, temos

fonte — sumidouro = F,. 21.7)

Substituindo as equacdes (21.5), (21.6) e (21.7) na expressdo geral da conservacdo da
quantidade de movimento, equacao (21.1), resulta

o(pv,) 0
o1 +6x[(va)vx]}5x6y6m (21.8)

6F.={
ou, expandindo as derivadas,

ov, . Gp N vxd(pvx) 6vx
0x

SF, =
Por TV %:

]5 5,6.. 21.9)

A equacdo da continuidade de massa no caso de volume de controle fixo, equacao
(6.10), fornece para um escoamento na direcao x,

d(pvy) N dp
0x ot

Portanto, aequagdo (21.9) pode ser expressa por

=0. (21.10)

OF, ( ov, va

= 21.11
5. Py ar)55 (21.11)

Apesar desta equacgao representar um caso simplificado de escoamento unidirecional, a
suaintegrac¢do ainda é dificil. Entretanto, no caso de escoamento permanente,

OF, dv
z = 5,6, —. 21.12
5x (pyx) yYz dx ( )

Levando em conta que v,0,6, € a vazao volumétrica Q que passa pela drea da se¢do
de escoamento, temos,

OF: _ \@dvs (21.13)
5, P ’

Tomando olimitede 0 F,/§, quando o volume de controle tende para o ponto (x, y, z)
daFigura (21.1), resulta

dF, = pQduv,, (21.14)

onde dv, representa a variacao da velocidade na direcdo x provocada pela resultante
das for¢as que atuam nessa mesma direcdo.
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Equacio da quantidade de movimento em um volume de controle mével (Método de
Lagrange)

Consideraremos um volume de controle de volume §58, que se move com o fluido na
direcdo de x e que contém uma massa m constante de material. A drea 65 € uma area
frontal ao escoamento. A segunda lei de Newton fornece a seguinte relacao:

Ux

D
O0F,=—(mv,)=m (21.15)

Dt Dt
Como v, = v,(x, 1),

dv, 6vx@ N ov,

dt 0x dr ot’
entretanto, como o volume de controle esta se movendo com o fluido, dx/dt = v, ea
equacao (21.16) deve ser escrita

(21.16)

Dv, ov, . ov, (21.17)
=Vy—— y .
Dt ox Ot

onde v,(0v,/0x) é a derivada convectiva, 0v, /0t a derivada local e Dv, /Dt a derivada
substantiva. Considerando

m=p6,6,, (21.18)

podemos exprimir a equacao (21.15) do seguinte modo

OF, ( xévx 0Ux) . (21.19)

=plv +—
6, ox Ot
que € a expressao andloga a equacdo (21.11). No caso de escoamento permanente, esta
equacdo pode ser simplificada para fornecer aequacgdo (21.14).

Forma integral da equacao da quantidade de movimento

Na deducao da forma integral da equacdo da continuidade, vimos que através da su-
perficie S do volume de controle esquematizados na Figura 7.1 passa um saldo de vazao
ponderal expresso pela equacao (7.1)

(saida — entrada) e = f pvcosads. (7.1)
S

A taxa de acumulagdo de massa no volume de controle é dada pela equacdo (7.2)

0
(taxa de acumulagdo) ., = — 3 [ pdV. (7.2)
v

Astaxas de variacdo da componente x da quantidade de movimento corresponden-
tes a essas taxas de variacao de massa sao dadas por

(saida — entrada) gmx = f pv.vcosads, (21.20)
S
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0
(taxa de acumulagdo) amx =~ 3 f pv,dv. (21.21)
14

Levando em conta que, de acordo com a segunda lei de Newton, a forca pode ser
considerada como fonte ou sumidouro

0
ZFx:fpvxvcosadS+—fpvde. (21.22)
s ot Jy

Se o escoamento é permanente, a forca resultante que atua na dire¢ao x é dada por

ZFx:fpvxvcosadS. (21.23)
S

Nessas expressoes, Y F, representa a soma das forcas externas que atuam na diregao x.
Como vcosadS = dQ,aequagdo (21.23) pode ser expressa por

) F.= fpvde. (21.24)
S
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Capitulo 22

Aplicacio da equacao da quantidade de movimento no tubo de corrente

Consideremos o escoamento permanente no tubo de corrente ilustrado na Figura 22.1,
onde a secdo de entrada é S, e a de saida S,. Podemos reescrever a equacao (21.23) do
seguinte modo:

) F, :fpvxﬁ-ﬁdS
S

(22.1)
= f P2V:2V,COSQdS, —f P1V 1V cosa, dS,,
S, Si
onde «a é 0 angulo entre o vetor U e o vetor 7inormal a d.
Naequacdo (22.1), vcosadS = dQ, portanto
ZFX=/pvde=f Psz,dez_f 01051dQy, (22.2)
S S

onde dQ, éavazdoqueentraemdsS, e dQ, avazdo quesaiem dS,.

Em muitos casos podemos escolher as secdes de controle S; e S, de tal modo que
nelas sejam constantes a massa especifica p e a velocidade 7, tanto em médulo quanto
em direcao. Nesses casos, integrando a equacdo (22.2), obtemos

Y Fo=pou Qs — pru,, Qi (22.3)

onde chamamos de u, a velocidade uniforme do escoamento unidirecional. Como o
escoamento é permanente p,Q, = p,Q, = pQ, portanto,

Y Fo = pQ(uyy — Uy,). (22.4)

Esta expressdo pode também ser obtida diretamente por integracao da equacao (21.14)
entre S, e S,, tomando v, = u,.

Considerando o escoamento uniforme nas dire¢ées y e z, temos, por processo
analogo ao da direcao x

Y F,=pQ(uy, — uy)). (22.5)

Y E.=pQu., - u.,). (22.6)

Essas equacdes sdo vélidas para o escoamento viscoso, tanto incompressivel quanto
compressivel, pois pQ representa a vazdo massica.
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Figura 22.1
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Correcao do escoamento nao uniforme

Nos tubos de corrente convergentes ou divergentes, ou no caso de escoamento viscoso
em tubo de secdo constante, a velocidade varia ao longo de qualquer secao. O emprego
das equacdes (22.9) a (22.11) pode entdo ser corrigido por intermédio de um coeficiente
semelhanteaousadonaequacao (19.13) paracorrigiraenergiacinética. Esse coeficiente
éintroduzido na equagdo (22.3), multiplicando a velocidade média u do seguinte modo

ZFx = /;,m//ude = 02 WU 2 Qy — P11 Uy Q1. (22.7)

Comparando esta equacao com a equacao (22.1), admitindo p constante nas secdes,
vemos que

f v.,vcosadS =wu,ucosas. (22.8)

S

Tirando o valor do coeficiente , temos

—1fwxds (22.9)
W_S sU U, '

Podemos considerar que a razdo constante entre os moédulos da velocidade local e
média v/ u sejaigual arazao entre os seus componentes na dire¢do x, portanto

W= %fs(g)zds. (22.10)

A integracdo acima pode ser efetuada quando conhecemos o perfil de velocidade (ver
equacoes (33.15) e (40.28)). No escoamento viscoso em dutos, ¥ = 4/3 se o regime de
escoamento forlaminar ey = 1,01 a 1,05, no caso de regime turbulento.

Representacao vetorial

A equacdo vetorial da quantidade de movimento, cujo componente x é dado pelas
equacoes (21.23) e (22.1), é aseguinte:

Zﬁ:f(pds’-ﬁ)ﬁ. (22.11)
S
Os componentes y e z dessa equacido sao:
ZFy:fpvcosadSvy, (22.12)
S
ZFzzfpvcosadsz. (22.13)
S

Quando avelocidade é uniforme e amassa especifica é constante nasecdo S, de entrada
enasecao S, de saida de um tubo de corrente

f(pd§-ﬁ)z7=po(ﬁ2—al), (22.14)
S
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onde ataxa de entrada de quantidade de movimento pQu, é negativa porque S, e i, tem
dire¢des contrdrias (S, é positivo de dentro para fora do volume de controle). Portanto,
no caso de escoamento unidirecional uniforme:

Y F=pQ(iL, - it)). (22.15)

As componentes x, y e z desta equacao sdo dadas pelas equacdes (22.4) a (22.6). Esta
equacdo pode ser posta na seguinte forma de equilibrio dindmico:

Y F=pQu,+pQu, =0, (22.16)

onde pQurepresenta as forcas de inércia ou fluxos de quantidade de movimento global.

Forgas externas

O primeiro membro das equacgoes (22.11) e (22.15), no caso de escoamento ideal, é
constituido das seguintes forgas externas ao volume de controle:

1. Forcas de pressao que atuam na superficie de controle, expressas por
forcas de pressdo = — f Pds, (22.17)
S

que sdo negativas porque atuam no sentido contrério ao da normal a drea, que é
dirigida positivamente para fora.

2. Forgas de campo, principalmente a forca gravitacional, dada por

forca gravitacional = f pgdV. (22.18)
v

3. Outras forcas externas, Y F, que o fluido exerce em superficie de corpos rigidos
imersos no fluido ou em paredes sélidas que envolvem o volume de controle e
sdo nele incluidas. Essas forgas poderiam ser incluidas como forcas de pressao
dadas pela equagao (22.17), pois as superficies de corpos ou de paredes envolven-
tes podem ser consideradas como contornos do volume de controle que exercem
pressdo sobre o fluido. Entretanto, € conveniente separar essas forcas. Assim, se
a Figura 22.1 representa uma curva do duto, convém separar as forgas de pressdo
que atuam normalmente nas superficies S, e S, das forcas que atuam na parede
dacurva.

Além dessas forcas que atuam no escoamento ideal temos as forcas viscosas, que
atuam tangencialmente as superficies de controle. Frequentemente podemos des-
prezar as forcas viscosas nas aplicacoes da equacdo da quantidade de movimento ao
escoamento real. Nesse caso, equacao (22.11) pode ser reescrita como

f(pdg-D')I7=fp§dV—de§+Zﬁe. (22.19)
S 14 S
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No caso de escoamento uniforme nas se¢des de entrada S, e saida S, no tubo de corrente,
aequacao (22.15) pode ser expressa por

pQ(il, — Ty) =f,og,r'dV—P2§2—P,§1 +Y F,. (22.20)
14
Em muitos casos a forca gravitacional pode ser omitida, portanto,

pQUil, - i) = —P,S, - P,S, + Y _F,, (22.21)

onde P representa a forca normal de superficie.

Aplica¢dao da equagao da quantidade de movimento ao escoamento turbulento

As equacdes precedentes sdo validas para o escoamento permanente, entretanto, ape-
sar do escoamento turbulento ser, quanto aos elementos fluidos, um escoamento tran-
siente, podemos ainda assim aplicé-las, desde que o escoamento turbulento seja consi-
deradoum escoamento quase-permanente. Neste caso podemosusar os valores médios
temporais da velocidade e da pressdo.
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Capitulo 23

Aplicacoes das equacoes de energia, quantidade de movimento e
continuidade

Reagoes de uma curva de duto

O corpo livre ou volume de controle ilustrado na Figura 23.1a inclui a parede do duto,
para que a reacdo dessa parede seja uma das forcas externas que atua no volume de
controle. O volume é entdo limitado pelas secdes S; e S, e pela parede da curva.

Na Figura 23.1b mostramos a composi¢do dos diversos vetores que representam
as diversas forcas externas que atuam no volume de controle, bem como a composi-
¢ao das velocidades. E 6bvio que a resultante das forgas 213 e das velocidades i, — i,
tém a mesma dire¢do. Na Figura 23.1c mostramos graficamente o equilibrio dindmico
expresso pela equacao (22.16).

<
sl
=)

Rt \
ST
&

poil, F

pot,

(©

Figura 23.1
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Para simplificar a aplicacao da equac¢do da quantidade de movimento, coloquemos
acurvano plano x, y, horizontal, com a se¢cdo S normal a direcdo x (Fig. 23.2). No plano
X, y os componentes da forca gravitacional sdo nulos.

Figura 23.2

Asforcas que atuam no fluido na dire¢ao x sdo

Y F,=P,S,—P,S,cosa—R, = pQ(u, cosa — u,), (23.1)

enquanto na dire¢do y

ZFy =-P,S;sena+R,=pQu,sena. (23.2)

Portanto, as rea¢des sao expressas por

R, =P,S,—P,S,cosa+ pQ(u, — u,cosa), (23.3)

R,=P,S;sena+pQu,sena. (23.4)
No caso de escoamento ideal, incompressivel, irrotacional, podemos aplicar a

equacdo de Bernoulli entre as secoes S; € S, i.e.,

P, ¥ P,
—H%:—H%. (23.5)
P P

A equacdo da continuidade diz que

u131 = u252. (23.6)
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Este conjunto de expressoes é usado para resolver problemas no célculo das reagoes em
curvas de dutos.

Alargamento brusco em tubulacao

O problema é calcular a perda de carga no escoamento incompressivel através de um
alargamento brusco esquematizado na Figura 23.3. Admitimos que nas se¢des 1 e 2
as linhas de corrente sdo paralelas a parede do conduto e aplicamos as equacdes de
conservacao ao corpo livre isolado na Figura 23.3b.

2

T desprezivel

—_—f—-~

[}

I
g§ | Plsl
/—)l e «—P,S,
I I
l I B i, ——

ramd u
l(,\—>| pn, ) « PO,
I I
| | 1 2
(a) (b)
Figura23.3

a) Conservacdo de massa. No caso de escoamento permanente, a vazao que entra na
secdo S, u,S;, éigualaquesaipor S,, u,S,, i.e.,

ulluz = Sz/Sl. (23.7)

b) Conservacdo da quantidade de movimento. Aplicamos a equacao (22.15) ao vo-
lume de controle da Figura 23.3b. Desprezando o atrito de superficie entre as secoes 1 e
2 elevando em conta que o componente da gravidade na direcao do escoamento é nulo,
aforcaresultante ) Feé simplesmente S, (P, — P,), portanto

S,(Py—Py) = pup S, (U, — Uy), (23.8)

(Py=P,)p=uy(uy — uy). (23.9)

Deste modo podemos calcular a queda de pressdo sem o conhecimento dos choques
que ocorrem no interior do volume de controle.

Vemos que P, > P, porque u, > u, entretanto, o aumento de pressao na direcao do
escoamento ndo é tao grande como seria no caso em que o aumento da drea fosse grada-
tivo (pormeio de umdifusor) diminuindo, deste modo, as “perdas” devidas a turbuléncia
introduzida pela expansao brusca (resisténcia de forma).
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c) Conservacdo daenergia. Aplicandoao casoaequacdo (20.6),levando em contaque
h, = h, etirando o valor da perda de carga, temos,

ha = l(Pl _PZ + u—f_ ug).
g8+ P 2

Eliminando (P, — P,)/ p com o auxilio da equacao (23.9) e u, por meio da equacao (23.7),

resulta,

(23.10)

h,=

_ 2 2 2
(- w) (1—5) _ (23.11)

2g 28\ s,
Se S, for suficientemente maior que S, a perda de carga serd praticamente igual a carga
develocidade de entrada no volume de controle.

Neste problema desprezamos o atrito de superficie de modo que h, inclui somente
as perdas devidas a resisténcia de forma, que sao associadas com o turbilhonamento
produzido pela forma da parede s6lida em contato com o escoamento (alargamento
brusco). Narealidade, a resisténcia de superficie é muito pequena porque as se¢des 1 e
2 estdo proximas uma da outra.

d) Influéncia do difusor. Se o alargamento da érea S, é feito gradativamente até a rea
S,, enquanto a pressao aumenta de P, até P,, podemos aplicar a equacdo de Bernoulli e
tirar o valor

P,-P, = g(uf —id). (23.12)

Comparando esta expressdo com o valor de P, — P, no caso do alargamento brusco,
equacgdo (23.9), vemos que
P/ P — p 2
2~ z—z(ul_uz) ) (23.13)

i.e., defato, P, > P,.

Ejetor

A Figura 23.4 esquematiza uma bomba a jato ou ejetor que usa um fluido com carga
elevada para acionar um fluido de carga baixa. Consideremos o caso de um injetor de
4gua (escoamento incompressivel):

2

. P, U
cargadojato=h; = — + —. (23.14)
g 28
~ P, u?
carganasuc¢do = b= —+ —. (23.15)
pg 28

Admitamos que na secao 2 a mistura dos dois fluidos é completa; neste caso:

u]S]‘f‘u‘,SS: uzsz. (23.16)
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Figura 23.4

S; S
u2:uj8_+uSS_ (23.17)
2 2

Aplicando a equacgdo da quantidade de movimento entre as secoes S, e S,, temos

(Pl—Pz)Sz:puﬁsz—puﬁsj—puf&., (23.18)

PP S; S,
= —u -l (23.19)
P S, S,

Aplicando a conservacdo de energia entre as se¢oes 2 e 3, temos

P, u: P
P w P

2 +h,. (23.20)
pg 28 pg

Py, P, U

LR R T (23.21)

pg P8 28

onde h, é a carga de recalque do injetor e h, é a perda de carga no difusor.
Definindo como eficiéncia do difusor e,;, a relacdo entre a recuperacio real de
pressdo e arecupera¢do maxima teorica, temos

_P,—-P, (15/28)-h,
P,-P,  ull2g

€a ) (23.22)

onde P; é a pressdao maxima tedrica. Segue-se que a equacao (23.21) pode ser expressa
por

2
p, u;

h, = (23.23)

= e, —.
pg 2g
Conhecidas as trés cargas h;, h; e h, e as trés dreas S, S, e S;, podemos calcular u;,
u;, U, P, e P, com o auxilio das equagdes (23.17), (23.21), (23.22) e (23.23).
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Capitulo 24

Balanco de carga no escoamento real

Consideremos o trecho de um escoamento que ndo inclui bomba ou trocador de calor
(Fig. 24.1). Entre as secdes S, e S, podemos aplicar a equacao (20.6) da conservacao de

energia, i.e.,

w P u?

P
+ =+ h,+h,.
28 pg

u,?*/2g

Linha de carga

Linha piezométrica ou
do quadrante hidraulico

P, /pg

S
hlc

Figura 24.1

(20.6)

u,’/2g

P,/pg

NaFigura24.1,alinha de cargarepresentaavariacaode (u*/2g)+(P/pg)+haolongo
do duto. Aperdade carga h, é representada pelo afastamento entre alinha de carga total
e alinha de carga. E evidente que a linha de carga deve cair na direcdo do escoamento,
ando ser quando o fluido recebe a carga de uma bomba. A linha piezométrica ou do
gradiente hidraulico representa a variacao de (P/pg) + h com o comprimento do tubo.
Esta linha pode descer ou subir, dependendo da variagdo de cota e da drea da secao do
tubo. O nivel do liquido em tubos piezométricos dispostos pelo comprimento do duto
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varia ao longo da linha piezométrica. Vemos também que alinha piezométrica situa-se
sempre abaixo dalinha de carga; a separacdo dadapor u2/2g é achamada carga cinética.

Interpretacao da carga de pressao

A carga de pressdo, ao contrdrio das outras cargas, ndo representa propriamente uma
energia que o fluido “possua” por unidade de peso. Isto porque o aumento de pressao
emum fluidoincompressivel ndo “confere” ao fluido nenhumaenergia apreciavel, poisa
energia é o produto daforcaaplicada pelo deslocamento sofrido nadire¢ao daforgae, no
caso deliquidos, a compressibilidade é minima. A carga P/ pg representa narealidade o
trabalho requerido para empurrar uma unidade de peso do fluido através de uma secéo
noduto (Fig. 24.2). Aenergia paraempurrarumaunidade de peso doliquido que ocupao
comprimento L do tubo édadapor: FL = PSL= PV ou,como V é o volume porunidade
de peso do liquido em escoamento, a energia para empurrar é dada por P/pg. Vemos
que a energia (ou carga) de escoamento seria uma melhor denominagao para P/pg.

Valor da carga cinética

Nos problemas de transporte de liquidos em encanamentos, a carga cinética pode usu-
almente ser desprezada. A velocidade comum no transporte de liquidos de viscosidade
préxima a viscosidade da dgua é da ordem de 3m/s, portanto, u*/2g=9/20=0,45m. Este
valor é muito pequeno em comparagao ao valor que as cargas de pressao, potencial ou
mesmo a perda de carga podem alcancar.

Calculo da poténcia de uma bomba

A equacgdo da conservacao da energia encontra uma aplicacdo importante no célculo
da poténcia do motor de uma bomba necessdria para um dado servico. Temos duas
maneiras de efetuar este célculo:

a. Incluindo a bomba no esquema ilustrado na Figura 24.3 e empregando a equacgdo
(20.5), temos

P, P, ul
L im+w,= =2+ 2 4n,+h,, (24.1)
rg 28 pg 28
onde W, representaacargaitildabomba, i.e., aenergia cedida pelabomba porunidade
de peso do fluido em escoamento. Esta carga vale: P,/Qpg, portanto, a potencial ttil é
expressa por

P, =W,Qpg. (24.2)

Para que se tenha o valor de W através da equacdo (24.1) é necessdrio conhecer a perda
de carga h, entre as secOes 1 e 2 do encanamento. Essa perda inclui as perdas devidas a
resisténcia de superficie e as perdas devidas a resisténcia de forma.
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Em tubos retos suficientemente longos predominam a resisténcia de superficie, ao
passo que nas tubulagdes acidentadas com curvas, redugoes, vélvulas, etc., predomi-
nam aresisténcia de forma. Os métodos empiricos usados para a avaliacdo das “perdas”
serdo vistos mais adiante.

[} [}
| |
| |
| |
| |
| |
F-PxS | F-Pxs |
— | —
| |
| |
| |

| ! ! |

— L (R
[} [} [} [}
Figura 24.2

Conhecida a eficiéncia ou o rendimento da bomba e, podemos calcular o valor da
poténcia motora, P,, correspondente a energia cedida pelo motor a bomba, através da
relacdo

P,=P,leg. (24.3)
A determinacdo da poténcia do motor, Py, deve incluir também a eficiéncia do motor
ey,i.e.,

No caso da bomba ser acionada por motor elétrico, a determina¢do do consumo de
energia elétrica deve incluir o fator de poténcia de corrente.

b. Excluindo a bomba do sistema e calculando separadamente as pressoes de sucgdo Ps
ederecalque P, temos,

2 2
;i; = (5—;+2u—(;+h1)—(;—gs+hx+ha,5), (24.5)
%:(%Jr%Jrhﬁh“’R)_(nghR)' (24.6)

Levando em conta que a perda total 1, € a soma da perda de carga no encanamento
de succ¢do h,s com a do encanamento do recalque h,; e substituindo os valores das
cargas nas segoes 1 e 2, dadas por essas expressdes, na equacao (24.1), resulta,

Pp—Ps ui—u?
Trmfs  UrTUs |

w, =
pg 2g

hg— hs. (24.7)
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Figura 24.3

Desprezando as diferencas entre as cargas cinéticas e entre as cotas de suc¢ao erecalque
temos, com boa precisao,

u= ) (24.8)

onde os valores das pressoes de recalque e succao sao dados, respectivamente, pelas
equacoes (24.6) e (24.5) e exigem o conhecimento de h,; e h,s. Com a bomba em
funcionamento, entretanto, podemos efetuar as leituras de P; e P em mandmetros
convenientemente instalados e com esses valores calcular a poténcia ttil.

Esse segundo método deve ser preferido porque fornece os valores das pressoes de
recalque e succao que, principalmente este ultimo, sdo tteis para a escolha da bomba
paraum dado servigo.

Uma vez calculada a carga ttil pela equacao (24.8) as diversas poténcias podem ser
determinadas pelas equacoes (24.2), (24.3) e (24.4).

Distin¢io entre queda e perda de pressao (ou carga)

A quedade carga é definida a partir da equacdo (20.6), i.e.,

P -P, w-u
O MWy h+h, (24.9)
gp 2g

Desta expressao tiramos o valor da queda de pressao correspondente que é dado por

2 2

P,-P,= ”22 UL (= hy) + ghalp. (24.10)
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Quando u, = u, e h, = h; ou, quando (13/2g) + h, = (u?/2g) + h,, as duas equacoes
precedentes mostram que

PI_PZ
Pg

i.e., somente nestes casos particulares que a perda é igual a queda. Na pratica, a perda é
igual a queda quando nas sec¢des 1 e 2 da tubulacéo as cotas e os didmetros tém o mesmo
valor.

= hy,, (24.11)

E claro que P, — P,/pg representard sempre a perda de carga por atrito de um
escoamento uniforme (¢, = u,), mesmo que haja diferenca de cotas entreassegoes 1 e 2.
Impacto de umjato

A Figura 24.4 mostra o impacto de um jato horizontal (direcdo x) de encontro a uma
parede vertical (direcdo y).

)
: ug ux,2 = O
!
_ /
oA
______ - u, R,
\
\
[ R,
|
L} —ug
Figura 24.4
Aequagdo (22.4) fornece a seguinte expressao:
R.=-pQu,,. (24.12)

Esta expressdo pode ser comparada com a equacao (18.3) deduzida do teorema de
Bernoulli. O ponto A da Figura 24.4 é um ponto de estagnacao.

No caso em que ojato impinge em uma parede inclinada (Fig. 24.5), podemos calcu-
lar as vazoes Q, e Q, do seguinte modo: desprezando a perda por atrito com a parede e a
diferenca de cotas, a equacgdo da energia (20.6) mostra que as vazoes resultantes do jato,
Q, e Q,, sdo de mesmo mddulo. Aplicando a equagdo da quantidade de movimento na
direcdo inclinada da parede, temos,

Y F=0=pQucosa+pQu-pQu, (24.13)

Qcosa=0Q,—Q,. (24.14)
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Essa tltima expressao, em combinacdo com a expressdo de continuidade Q = Q; + Q,,
fornece os valoresde Q, e Q.:

Q= g(l +cosa), (24.15)
Q.= %(1 —cosa). (24.16)

A forca que o fluido exerce na placa deve ser normal a ela e pode ser determinada a
partir da equacao da quantidade de movimento na direcao normal a placa

—-R=pQusena. (24.17)

Q=0,+0Q,

Figura 24.5
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Capitulo 25

Jato desviado por uma superficie fixa

A Figura 25.1 mostra o desvio de um jato provocado por uma palheta fixa. Haverd uma
variacdo de direcao do vetor velocidade e consequente producao de forca que atua na
palheta. A teoria das turbinas é baseada no acionamento de palhetas por meio de jatos,
enquanto em bombas, ao contrdrio, o fluido é acionado por palhetas.

y

Figura 25.1

Admitimos que o jato com velocidade u, é tangente ao bordo de ataque da palheta
curva, de modo que o ataque é feito sem choque. Desprezamos tanto as perdas por
atrito quanto a diferenca de cotas. Portanto, de acordo com a equacdo da conservacao
de energia, u; = u, (em médulo). Aplicando ao problema a equacao da quantidade de
movimento, temos,

=R, = pQ(uyz — Uyy), (25.1)
R, =pQu,(1-cosa), (25.2)
R, =pQu;sena, (25.3)
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onde R, e R, sdo as componentes dareacdo R (forca que a palheta exerce sobre o fluido).
No caso de palheta fixa hd uma forca atuante, porém néao ha produgao de energia,
porque o deslocamento da palheta na direcao da forca é nulo.

Jato desviado por palheta mével

Vejamos, inicialmente, os conceitos de velocidade absoluta e velocidade relativa. Cha-
mamos de velocidade absoluta a velocidade em relacdo a terra e de velocidade relativa
avelocidade de um corpo em relagdo a outro corpo, que pode estar em movimento em
relacao aterra. A Figura 25.2 mostra o deslocamento da ponte rolante (corpo 1) com ve-
locidade absoluta u,, e o deslocamento da cabine (corpo 2) com velocidade relativa i, ,.
Avelocidade absoluta de um corpo, no caso da cabine, corpo 2, é a soma vetorial de sua
velocidade relativa a um outro corpo (ponte rolante, corpo 1) com a velocidade absoluta
deste, i.e.,

N}

Figura 25.2

Consideramos que o ataque do jato com a palheta mével (velocidade u,) se da
sem choques e que podemos desprezar no escoamento o atrito e a diferenca de cotas
(Fig. 25.3).

Ojato ataca a palheta com velocidade relativa ii, — i, cujo médulo é observado até o
bordo de fuga, mas cuja direcdo é desviada segundo o angulo a. A velocidade absoluta
defugadojato, ii,, é aresultante da velocidaderelativa ii, — ii, com a velocidade absoluta
da palheta #i,,. Os componentes cartesianos u, sao expressos por (ver Fig. 25.3).

Uy, = U, + (U — Up)cosa, (25.4)

Uy, = (U — up)sena. (25.5)

Davazdo Q = u, S que sai do bocal do jato, somente uma parte, Q' = (1, — u,)S, passa
pela palheta defletora, portanto,

Q' =Q(u —u,)/u. (25.6)
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(u,- u,)cosa

(u,- u,)sena

Figura 25.3

As reacoes R, e R, podem ser obtidas a partir da equagdo da quantidade de
movimento, i.e.,

-R, = Q'plu,+(w—u,)cosa—u]l,
— 2

R, = pr(l—cosa), (25.7)
1

R, = Qp(u—u,)sena,

(= uy)?

R, = Qstena. (25.8)

1

Asequacoes (25.7) e (25.8) foram deduzidas a partir das velocidades absolutas de ata-
que e fuga. Essas velocidades sdo anotadas por um observador estacionario em relagdo
aterra. E claro que o mesmo resultado deve ser obtido quando empregamos as veloci-
dades anotadas por um observador fixo na palheta mével, que s6 pode observar as velo-
cidades relativas de ataque e fuga. Para este observador as variacdes dos componentes
x e y dasvelocidades sao dadas, respectivamente, por

(Ur1)rer. = Uy — Uy, (25.9)
(Uy2)rer. = (Uy — up) cOS @, (25.10)
(Uy1)rer. =0, (25.11)

Uy, = (U — uy)sena. (25.5)

Substituindo esses valores dos componentes de ataque e fuga da velocidade i nos
componentes x e y daequacao (22.16), resulta
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—-R,=Q'pl(u; — u,) cosa — (uy, u,)],

_ 2
R, = Qp%(l —cosa), (25.7)
1

R,=Q'p(u; —u,)sena,

(wy — u,)?
R, = Qp4 sena, (25.8)
121
i.e., o mesmo resultado obtido com as velocidades absolutas. A velocidade relativa de
fugana direcdo y é idéntica a absoluta porque ndo ha movimento da palheta na direcéo

Y-

Jato desviado por uma série de palhetas méveis

Para que a energia do jato possa ser eficientemente aproveitada, podemos desviar a va-
zao do jato por uma série de palhetas convenientemente espacadas na periferia de uma
roda (Fig. 25.4). E o caso da turbina Pelton, que é um tipo de turbina de impulso. Deste
modo, toda avazao que sai do bocal dojato, Q, é desviada pelo sistema.

—
Teoérico Y

S

Pratico

(2) (b)

Figura 25.4
Aforca exercida pelo jato nas palhetas, na direcao do movimento, é dada por

R=Qp(u; —up)(cosa—1), (25.12)

i.e., € uma forca negativa, pois convencionamos considerar positiva a reacdo. Nesta
expressao, a é o angulo segundo o qual o jato é desviado pelas palhetas.

A energia cedida pelo jato as palhetas é igual ao produto da forca pelo deslocamento
na direcdo da atuacgao da forca. Portanto, a energia por unidade de tempo, ou poténcia
util, conferida aroda é dada por
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P,=Ru,= pQu,,(ul —upy)(cosa—1). (25.13)

Esta expressao mostra que, para dadas condicées do jato i.e., para dada vazao massica
pQ evelocidade do jato u,, a poténcia ttil depende da velocidade de deslocamento da
palheta u,, e do angulo de desvio do jato a. Quanto ao dngulo, o maior valor de P, ocorre
quando o desvio é de 180° e, quanto a u,,, dP,/du, = 0 fornece

U

up,potmax = ? . (25 14)

Entretanto, porintermédio daequacao (25.4), vemos que o valor de u, , se anula quando,
ao mesmo tempo, u, = u,/2 e a = 180°. Segue-se que esses valores da velocidade linear
daturbina e do angulo de desvio sdo valores tedricos.

Na pratica, costuma-se tomar a proximo de 165° (Fig. 25.4b) e avelocidade periférica
da turbina com um valor cerca de 48% da do jato. Tomando u, = u,/2, temos, para a
rotacdo 6tima,

u,

Nn‘[imu =
2nD

(25.15)
onde D é o diametro da turbina.
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Capitulo 26

Propulsdo a hélice

Consideremos uma hélice girando em uma posicao fixa, sendo impactada por uma cor-
rente de fluido (Fig. 26.1). A uma certa distancia a montante, a corrente fluida nao é
afetada pelo movimento da hélice; nesta altura a velocidade é uniforme e iguala u, e a
pressdo ambiente é P,. Nahélice a pressdo sofreumaumento de P, para P, eavelocidade
é u;; ahélice varre um disco de didmetro D,. A uma certa distancia a jusante a pressao da
corrente varrida pela hélice volta a ser P,, enquanto a velocidade é u,. Na Figura 26.1b
mostramos as variacoes de pressdo e de velocidade sofridas pela corrente de ar que varre
o disco dahélice.

hélice u

Figura 26.1

De acordo com a equacdo da quantidade de movimento, a forca exercida pela
corrente de ar na hélice é dada por

F=0Q(u,— u,) = @D/ M u,p(u, — u,). (26.1)
Por outro lado, a equacao da conservacgdo da energia fornece as seguintes expressoes:
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PP
p 2 p 2
P, us P Ul
Ta M A W (26.2)
p 2 p 2

P, — P = (p/2)(u5 — u2),

portanto, a forca F tem também o seguinte valor:

F=@D?8)pul—u). (26.3)

Igualando as equacdes (26.1) e (26.3), resulta,

u = (u2 + ua)/zl (264)

ou seja, o aumento de velocidade estd igualmente dividido pela hélice, metade a
montante e metade a jusante.
A energia “absorvida” pela hélice naunidade de tempo (poténcia ttil) é dada por

P,=Fu, = @D}I8)pu, (U — u?). (26.5)

Esta expressao mostra que a hélice “absorve” a diferenca entre as energias cinéticas das
duas extremidades da corrente de ar varrida pela hélice, onde a pressao é ambiente.

A eficiéncia da hélice pode ser representada pela razao entre a energia cedida pela
hélice ao fluido para que possa avancar com a velocidade u, e a energia “absorvida” para
este fim:

Fu, u, 2u,
e=—=—= . (26.6)
Fu, u, u,+u,
Chamando u, — u, de Au, temos, u;, = u, + (Au/2) e,
U,
e=——, (26.7)
u,+ <>

portanto, a eficiéncia da hélice ¢ maxima quando o aumento da velocidade u, — u, € mi-
nimo. A eficiénciareal de hélices de avido € da ordem de 85%, mas este valor cai bastante
quando a velocidade do aviao ultrapassa 600km/h, por causa dos efeitos da compressi-
bilidade do ar. A eficiéncia real de hélice de navio é da ordem de 60% por causa de seu
menor didmetro, o que torna as “perdas” de energia por efeito das pontas relativamente
importante.

Na presente andlise consideramos escoamento unidimensional com velocidade
uniforme u. Em hélices pequenas o efeito das pontas € importante e o escoamento tem
que ser analisado tridimensionalmente.
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Propulsio ajato

Aforca propulsora pode ser produzida em um motor de foguete ou em um motor a jato.
Em ambos é um jato de gases o responséavel pela propulsdo. O foguete esquematizado
na Figura 26.2 leva no seu bojo tanto o combustivel (s6lido ouliquido) quanto o combu-
rente (oxigénio) para a combustdo. A grande quantidade de gases produzidos na com-
bustdo é descarregada para o ambiente, com alta velocidade, através de um bocal de
descarga. A montante da se¢do de descarga do bocal a pressdo dos gases P; é usual-
mente maior do que a pressao ambiente P,, portanto, a forca exercida pelo jato de gas
no foguete é dada por

sziju]-l-(P]—Pa)S]. (26.8)

Nesta expressao, p;Q;u; é o fluxo de quantidade de movimento através do bocal de des-
cargae (P; — P,)S; é aresultante das forcas de pressdo no bocal. Esta expressdo mostra
que quando os gases descarregam no vicuo, a forga desenvolvida pelo motor do foguete
é maxima.

Deste modo, vemos que é possivel calcular a for¢a exercida pelo jato de gases sem o
conhecimento dos detalhes do mecanismo interno do foguete.

Volume de
controle Sj
P-P
J a
Figura 26.2

O moftor a jato, por outro lado, leva em seu bojo o combustivel mas retira da atmos-
fera o ar de combustao. Admitamos que o sistema de jato ilustrado na Figura 26.3 estd
parado enquanto o ar circula com a velocidade absoluta (em relacao a terra) do sistema.

Entao, o ar entra no sistema com velocidade u, (em relacdo ao sistema em repouso),
passa por um compressor e entra na camara de combustao. O ar mais os gases de com-
bustao, altamente aquecidos, descarregam para a atmosfera através deumbocal de des-
carga dirigido para trds do sistema. A velocidade de descarga em relagdo ao sistema
estdtico € u;.

Camara de
combustao

Turbina

Bocal

Figura 26.3

Ao contrério dofoguete, apressdo de descarga dos gases é usualmente igual a pressao
atmosférica, portanto, a forca que os gases exercem no sistema é dada simplesmente
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pela taxa de variacdo de quantidade de movimento dos gases que entram e saem do
sistema, isto é,

F=p;Q;u; —p,Qul,. (26.9)

Emregime permanente, avazdo méssica p;Q; dos gases de descarga é constituidada
vazdo méssica do ar que entra p,Q, mais avazao massicado combustivel injetado, p.Q,,
isto é,

P;Q;=paQu+pQ.. (26.10)

Comumente a massa de combustivel consumida por unidade de tempo é uma pe-
quena fracdo da massa descarregada no jato, portanto, com pouco erro, podemos usar
p;Q; = p.Q.. Segue-se que a for¢a do motor ajato pode ser calculada por

F=p0,Q,(u;—u,). (26.11)

Nesta expressao, u, pode ser considerada como avelocidade absoluta do sistemadejato.
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Capitulo 27

Quantidade de movimento angular

Arelacdo entre a resultante das forcas externas que atuam em um corpo livre e a taxa de
variacdo de quantidade de movimento linear é expressa pela segunda lei de Newton:

Y F=d(mv)/dt. 27.1)

Esta expressao é conveniente no caso de movimento de transla¢do. Quando o escoa-
mento é rotacional, € mais conveniente exprimir a segundalei de Newton em funcao de
grandezas rotacionais. Em vez de forca F usamos o torque T’ = 7 x F, produto vetorial da
forca que atua em um ponto dado pelo vetor posicao, 7, que indica a posicdo do ponto
em relacdo ao eixo de rotacdo. Em vez da quantidade de movimento linear m7, usa-
mos a quantidade de movimento angular m7 x U. Segue-se que no caso de escoamento
rotacional a expressdo da segunda lei de Newton pode ser posta na seguinte forma:

= = d
ZT:Z?XF:a(m?Xi)), (27.2)

i.e., aresultante do torque externo que atua no corpo livre (volume de controle) é igual
ataxa de variacdo da quantidade de movimento angular do corpo em relacao ao eixo de
rotacdo. No presente caso, analogamente a eq. (22.19), podemos escrever

fﬁ(pd§-17)Xszp?xng—fP?xd§+Z?xl3€. (27.3)
S 14 S

O escoamento em rotores de turbomdquinas constitui um importante campo de
aplicagdo da equacao de quantidade de movimento angular.

Carga teérica de bomba centrifuga

AFigura27.1ilustrao escoamentodeum fluidonorotordeumabomba centrifugaradial.
O fluido entra no ponto 1 e é guiado pelas palhetas até o ponto 2 de saida. No percurso
de 1 a2 ofluido sofre a acao daforca centrifuga que lhe confere energia.

Neste modelo de escoamento admitimos que o rotor tem um ntmero de palhe-
tas suficientemente grande para que o escoamento de 1 a 2 seja paralelo as palhetas,
i.e., o fluido é perfeitamente guiado pelas palhetas. Admitimos também que o escoa-
mento no canal confinado entre duas palhetas é ideal, i.e., ndo atuam as forcas viscosas.
Consequentemente é uniforme e tem a velocidade u unidimensional.

A velocidade absoluta do fluido, #i,, € a soma vetorial de sua velocidade relativa i
comavelocidade absoluta periféricadorotor v, = @r (@ éavelocidadeangulardorotore
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r oseuraio contado a partir do eixo derotagdo). Podemos estabelecer uma analogia com
o esquema da Figura 25.2: o rotor é equivalente a ponte rolante, enquanto o movimento
do fluido é equivalente ao da cabine.

O presente modelo fisico-matematico inclui também a suposicdo de que tanto na
entrada quantonasaidaavelocidaderelativado fluido é paralela as palhetas, i.e., o fluido
entra e sai do rotor sem choques.

Na entrada ou na saida do rotor os componentes tangenciais da quantidade de mo-
vimento linear por unidade de tempo sao dados por pQu, cosa, onde a é o angulo que
mostra a diregdo de i, no rotor, ou seja, é o angulo entre i, e U,.

Considerando um volume de controle que inclua o rotor e aplicando a expressao
da quantidade de movimento angular, podemos dizer que o torque externo exercido
no fluido é igual ao saldo da taxa de saida de quantidade de movimento através das
superficies 1 e 2 do volume de controle, i.e.,

Z T=pQ(r,u,,cosa, —r U, COSQA;). (27.4)

As forcgas externas que compdem Y T e que atuam no fluido confinado entre as pa-
lhetas sdo: (a) aresultante das forcas de pressdo das faces de duas palhetas; (b) as forgas
de pressdao que atuam nas superficies 1 de entrada e 2 de saida do canal. Essas for¢as
sdo radiais e ndo produzem torque em relacao ao eixo de rotacao; (c) as forcas de atrito
que se opoem ao escoamento relativo e produzem um torque, que se soma ao produ-
zido pelas palhetas. No presente modelo de escoamento ideal essas for¢as sdo nulas; e
(d) a forga gravitacional que evidentemente tem um componente que produz torque,
mas que pode ser desprezado em compara¢do com o torque produzido pelas palhetas.
Segue-se que }_ T reduz-se ao torque T correspondente as forcas de pressdo das faces
das palhetas de encontro ao fluido, portanto,

T=pQ(r,u,,cos8a, — 1 U, COSQA). (27.5)
A energia correspondente a este torque cedida ao fluido por unidade de tempo é a
poténcia tedrica, virtual, ou de Euler, P, dada por

Pp=Tw=pQ[(uy,08a,)(@r,) — (U, cOS ) (@r)]. (27.6)

A carga (energia por unidade de peso do fluido) conferida pelo rotor, calculada por
este modelo, é a carga virtual ou de Euler W, dada por

Tw 1
W= —— = —[(Ua2COS @) (0T5) — (U, COS ) (WTY)]. 27.7)
Qpg g

Nesta expressao, 1, cos a € o componente tangencial, u,, da velocidade absoluta do
fluido enquanto wr € a velocidade periférica v, do rotor; portanto,

1
Wy = E(ut,2 Upo— Ugi Up)- (27.8)

E conveniente exprimir essas equac¢des em funcio do angulo § de inclinagdo das
palhetas. O componente radial da velocidade absoluta do fluido no rotor é expresso por
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U, = u,sena = uzsenp. (27.9)

Os tridngulos das velocidades de entrada e saida mostram que

U; =V, — Upcosf, (27.10)

ou, eliminando u; com o auxilio da equacao (27.9),

u, = v,—u,cotp, (27.11)
portanto, a equacao (27.8) pode ser expressa por

1
W = g Up2(Up2 = U COLB) = 1,1 (V1 — Uy COLJ) |. 27.12)

Pré-rotacao

O escoamento do fluido no interior da bomba obedece ao principio da menor resis-
téncia, i.e., o fluido procura seguir a trajetéria que oferece a menor resisténcia ao es-
coamento. O principio da menor resisténcia é uma forma de expressdo do segundo
principio da termodinamica.

Paraentrarnorotor comumminimo deresisténciao fluido adquire uma pré-rotagdo,
cuja direcdo depende do dngulo de entrada das palhetas, §,, da vazdo que passa pela
bomba, Q, e da velocidade periférica do rotor v, = wr. Essas grandezas determinam
o tridangulo das velocidades de entrada e portanto o angulo da velocidade absoluta de
entrada.

Para uma dada velocidade de rotacdo do rotor e angulo das palhetas 3,, existe uma
vazdo com a qual o fluido aproxima-se radialmente do rotor, i.e., sem pré-rotacao (Fig.
27.2a). Para vazdes maiores a pré-rotacdo deve ter sentido contrario, enquanto para
vazbes menores a pré-rotacao deve ser no mesmo sentido que o da rotagdo do rotor,
para que seja obedecido o principio da menor resisténcia (Fig. 27.2b e 27.2¢).

Quando o fluido que entra na bomba néo estd sujeito a pré-rotacao, i.e., se a veloci-
dadetangencial u,, = v, —u,; cot f; énulaeofluido entraradialmente, aquantidade de
movimento angular que entra na unidade de tempo (equivalente ao torque de entrada)
énula e asequacoes (27.8) e (27.12) reduzem-se a

1 1
Wg=—v,,u, = g Up2(Vpo — Uy COLS,). (27.13)

Avazao Q é igual ao produto da velocidade radial u,, pela drea da secdo de escoa-
mento do canal entre as palhetas dada pelo produto da distancia entre os discos b pelo
afastamento entre as palhetas (Fig. 27.1b). Portanto, a equacao (27.13) permite estabe-
lecer arelacao entre a carga teérica de Euler, W, e avazao Q para dadarotacdo w e dado
angulo das palhetas f; arelacdo é linear.

As mesmas equacoes e as mesmas consideracoes sdo vélidas para as bombas cen-
trifugas axiais. Neste caso a velocidade u, deve representar ainda o componente de ii,
normal a U, mas, evidentemente, terd uma diregao axial e ndo mais radial.
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N

R, 1

Figura 27.2

Vértice

Quando a vélvula de recalque estd fechada a vazdo énula, i.e., u; = 0 e acargade Euler é
dada por

UZ
W, = 22, (27.14)
g

Comparando com a equacdo (17.10) vemos que o escoamento no rotor da bomba
quando a vazdo é nula é do tipo vértice forcado, i.e., movimento circular em torno do
eixo produzida pela impulsao das palhetas. Portanto, esse modelo de escoamento no
rotor dabomba centrifuga é um escoamento ideal rotacional.

Quando a valvula da tubulagao de recalque estd aberta e a bomba esta de fato bom-
beando o escoamento no rotor, temos a resultante do escoamento circular com o esco-
amento radial. A esse escoamento superposto dd-se o nome de vortice em espiral (Fig.
27.3).

Palheta

Trajetoria absoluta
(vortice em espiral)

Figura 27.3
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Capitulo 28

Equacoes de Navier-Stokes

As equacoes de Navier-Stokes sdo baseadas na segunda lei de Newton e descrevem o
movimento de um fluido viscoso. A expressao da segunda lei de Newton considerando
um volume de controle de massa constante que se move com o fluido é

Y F=F,+F =Dv/Dt, (28.1)

onde Y F representa asoma das forcas externas de campo (gravitacional) e de superficie
que atuam na massa contida no volume de controle produzindo a aceleragdo substan-
tiva Dv/Dt,nadirecdo daforcaresultante. Nos fluidos em escoamento viscoso a pressdo
(for¢ade superficie porunidade de drea) ndo é amesma em todas as direcoes, i.e., em um
volume de controle (no limite ponto) a forca externa de superficie pode ser desdobrada
em uma componente normal e outra tangencial a superficie.

As equacoes (3.6) e (3.15) da hidrostatica e aequacdo (11.8) de Euler, que descreve o
escoamento ideal, sdo expressoes particulares da equagao (28.1) para os casos em que
ndo atuam as forcas viscosas, i.e., quando F, representa unicamente as forgas de pressao
normal por unidade de massa.

Os componentes cartesianos da equagao (28.1) sdo:

Fy.+F,, = Dv,/Dt, (28.2)
F,,+F,, = Dv,/Dt, (28.3)
F,.+F,. = Dv./Dr. (28.4)

Forcas de superficie no escoamento viscoso

Na Figura 28.1 mostramos as forcas de superficie que atuam em um volume de controle
paralelepipedico segundo a direcdo cartesiana x.

CAPITULO28 | 153



Sy | T +0T
| zx zx z
| Y
t T +0T 8
! S .
T, ————~ | —_ y
! 3, T, +0T 8
yx =
Fmmm - ——— a,
T /
o e — — A — — — — —.
/
(y,2)

Figura 28.1

Considerando as trés direcoes cartesianas, vemos que as forcas de superficie por
unidade de drea que atuam na direcao contrdria as forcas de pressdo, i.e., as ten-
soes, tém nove componentes cartesianos (componentes do tensor) que podem ser
convenientemente escritos sob a forma de matriz:

Txx Txy Txz

M‘[ = Tyx Tyy Tyz |0

Tox sz T2z

onde, por exemplo, 7,, representa o componente da tensdo que atua na dire¢éo x tan-
gencialmente ao plano normal a direcao y. Nas colunas figuram os componentes que
atuam em uma direcao enquanto nas filas horizontais estdo os componentes que atuam
tangencial ou normalmente aos planos definidos pelas direcdes a eles perpendiculares.

Considerando adire¢do x, vemos pela Figura 28.1 que o saldo das forcas de superficie
que atuam no volume de controle é dado por

(saldo forgas superficie) .

(28.5)
GT 0t
—=6,6,6.+ yxtS 6.6, +—=-6.6,0,.
0x oy 0z Y
Porunidade de massa, esse saldo de forcas é expresso por
F (6”" £ 90y GT“) (28.6)
o= plox ady 0z / '
Analogamente, considerando as dire¢des y e z, temos,
1,07 or ot
F,, = —|=—=2+=2+-2= 28.7
’ ( ox 0dy 0z ) (28.1
F., = l(aT“ + o1y + %) (28.8)
e ox o8y oz /) ‘

154 |  MECANICA DOS FLUIDOS



Expressao da lei de Newton em funcao das tensoes

Substituindo nas equacodes (28.2) e (28.4) as aceleragdes por seus valores nas equagoes
(10.11) a (10.13), as forcas gravitacionais, de acordo com as equacgdes (3.9) a (3.11), e as
forcas de superficie, segundo as equacoes (28.6) a (28.8), resultam

oh 0t, 01, 071,
-pg—+ + +
0x O0x oy 0z

0 Uy 0 Uy 0 2% 0 Uy
), (28.9)

= ,(—+ — 4+ z +
oo ax "oy "6z T ar

oh 0t 071, 01,
P85 T ax "oy T oz

0 0 0 0
:p(yxi+ Yy ﬂ &), (28.10)

i, 24
ox "y "6z T ar

B oh N 0T, N 0Ty, . 01,
Pe5. " ox "oy "oz

=p(vx%+vyayz avz+ayz).

. 28.11
ax "y "z T ar (28.11)

Essas equacgdes sao gerais no sentido de que podem ser aplicadas tanto ao
escoamento newtoniano quanto ao escoamento nao newtoniano.

Expressoes das tensoes

Para que as equacoes precedentes sejam utilizadas na configuracido do escoamento vis-
coso é necessdario exprimir as tensoes superficiais em funcdo das taxas de deformacao
que elas acarretam no volume de controle. E também preciso verificar as relacoes que
existem entre os nove componentes do tensor M,.

Na teoria da elasticidade de sélidos, as componentes da tensao sdo relacionadas li-
nearmente com as deformacoes produzidas no corpo livre. No presente caso, as ten-
sdes que atuam no volume de controle de um fluido em escoamento serdo relacionadas
também linearmente com a taxa de deformagdo. Deste modo, introduzimos uma li-
mitacao importante, pois esta relacdo linear € um caso particular para o escoamento
newtoniano.

A deducido das féormulas seguintes pode ser encontrada nas referéncias 2 e 3.
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ov, 9
Ty=Tye = U v+&, (28.12)
v dy ox
0 0
r.=1., = u[ZzeZD) (28.13)
v Y dy 0z
Ty =Ty ,u(avz + av"), (28.14)
0x 0z
S L (6”*' %ﬂm) (28.15)
o Hax ~3M %% ay az/V '
7, = —P+2p%—%p(av"+%+m'z), (28.16)
v dy 3 \ox ady o0z
. = propd 2 (avx vy 6vz) (28.17)
= Haz ~ 35 ay o0z /) ’

Jad empregamos formas simplificadas dessas equacdes em algumas oportunidades.
Assim, no caso de escoamento unidirecional de fluido newtoniano a equacao (28.12)
produz a equacao (1.6)

dv,

dy’
que é vélida para o escoamento na dire¢do x no plano xz. No caso hidrostatico ou de
escoamento ideal ndo atuam as forcas viscosas e as equagoes (28.15) a (28.17) mostram

Tye =l (1.6)

Tyxx = Tyy =Tz = _R (2818)

i.e., a pressdo em um ponto (representado na Fig. 28.1 por x, y,z) é a mesma em qual-
quer direcao. Tal resultado foi demonstrado pelas equacoes (4.1) e (4.2). Convém no-
tar que a pressao e a tensdo atuam em sentido contrario e que consideramos positiva a
compressao.

No caso de escoamento viscoso, a pressdo é definida pela relacao

1
P=— (Tt Ty, +10), (28.19)

i.e., tem o valor numérico da média aritmética das tensdes normais. A pressao definida
desta maneira é uma invariante do tensor 7 (representada pela diagonal da matriz M,)
e, portanto, nio se altera com transformacdes do sistema coordenado. E normal tomar
esta expressdo definida matematicamente como igual a pressao termodinamica.

As equacoes (28.12) a (28.14) incluem a igualdade entre pares de tensdes de cisalha-
mento cujos indices diferem somente quanto a ordem. Podemos facilmente provar isto
considerando os momentos em relacdo a qualquer eixo e estabelecendo as condi¢des
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de equilibrio do volume de controle. Por exemplo, em rela¢do ao eixo z da Figura 28.1
temos

Txyéx(éy(sz) = Tyxay(axéz)) (2820)

portanto, 7,, = T,, e, analogamente, 7,, = T, € T,, = T,,. Segue-se que a matriz
M, contém somente seis componentes diferentes e é simétrica em relagdo a diagonal
principal:

M. = , (28.21)

Expressao da lei de Newton em fun¢ao das velocidades

Substituindo nas equacodes (28.9) a (28.11) as tensdes por seus valores expressos nas
equacoes (28.12) a (28.17) resultam os componentes cartesianos da segunda lei de
Newton em funcao das velocidades:

Dv, oh 0P 0 ov, 2_ _
TR e e U G e A
0 0 ov, 0 ov, Odv,
+5[“(a_l;y+ avy)] +&[“( ayz " al;)]’ (28.22)
D 0h 0 0 0 -
B i)
0 0 ov, 0 ov, 0
IR T R
Dv, oh 0P 0 ov, 2_ _
D = 5 ezt t(2as 5Vl
0 ov, O0v, 0 0 av,
B S e
Nessas equacoes,
v-v:‘;’;w‘;—l;u%’;. (28.25)

As equacoes (28.22) a (28.24) sao chamadas de equacoes de Navier-Stokes; estao expres-
sas em coordenadas cartesianas e em funcao das velocidades. Essas equacoes valem
no escoamento newtoniano tanto incompressivel quanto compressivel. No caso de es-
coamento compressivel, as variacdes de pressdo e velocidade, juntamente com atrito,
provocam alteracdes de temperatura que afetam valores de y e p e, portanto, essas
propriedades fisicas sdo dependentes das coordenadas x, y e z.
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Limitacoes das equacoes de Navier-Stokes

(1) Saobaseadas nahipdtese de Stokes: as tensdes que atuam no volume de controle
sdo diretamente proporcionais a taxa de deformacao (fluidos newtonianos).

(2) Nao podem ser aplicadas ao escoamento de gases altamente rarefeitos porque
supdem fluido continuo.

(3) Outras forcas de campo além da gravitacional podem ser levadas em conta nas
equacoes de Navier-Stokes.

(4) Nao podem ser usadas quando hé transporte de quantidade de movimento
no fluido por meio de ondas de choques, que podem ocorrer no escoamento
compressivel com altas velocidades.
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Capitulo 29

Equacoes do escoamento viscoso em coordenadas cilindricas e esféricas

Para certos tipos de problemas é ttil exprimir as equacdes do escoamento viscoso em
funcdo das tensdes ou em funcgdo das velocidades (Navier-Stokes) referidas as coorde-
nadas cilindricas (Fig. 29.1a) ou esféricas (Fig. 29.1b). Em coordenadas cilindricas o
volume de controle é dado por 6,66, e em coordenadas esféricas por r*(sen¢)d,, 6, .

x
LAY
. v, @)
X 4 7
v r v {
(a) (b)
r - raio vy - azimute @ - colatitude
Figura 29.1

Coordenadas cilindricas em rela¢do as tensoes

As equacoes do movimento em coordenadas cilindricas e em funcdo das tensoes sdo

dadas por
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0(rty) LT

p[ggi_gé]: oh [aurn) arw +aurmq_"__
Dt r ar or 0x
p[DVw N vrvw] :_Q%+1[6(HW,) N 0Tyy N
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gL P Ar))
Dt Ox or 61// 0x

(29.1)

(29.2)

(29.3)

Na equagao (29.1) o termo pv; /1 é a forga centrifuga que resulta do movimento do
volume de controle na dire¢do ¥ e atua a direcao r. Nessas expressoes as derivadas

substantivas sdo dadas por

Dv,
Dt

Dv,
Dt

Dv,
Dt

e as tensoes por

Trr =

Txx =

onde
V-v=
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U(?v,+
" or

61},,,
"or

” ov,
" or

—P+pP

2 (G )

—-P+pul2

Y= [161/,

vy 0V,

r oy

vy 00y

r oy

vy, 0V,

r oy

or

ov,
0x

ov,

r

ov,

+v +
Y ox

ov,

U, _6)6 +

ov,

+U,— +
Y ox

2y

2
Zv.
3

Uy

ov
For =,u[ o0x

—H ;6w+

ov,
o |

10v, 6vu,]

H[r oy Ox

1 o(rv,)
r or

161/1,,+6vx
roy  ox’

ov,
ot’

ov,

ot’

ov,
ot’

ﬂ,

(29.4)

(29.5)

(29.6)

(29.7)

(29.8)

(29.9)

(29.10)

(29.11)

(29.12)

(29.13)



Coordenadas cilindricas em relagdo as velocidades

Substituindo as expressdes das tensdes (29.7) a (29.12) nas equagdes (29.1) a (29.3)
resultam as equacoes de Navier-Stokes em coordenadas cilindricas:

. U oh oP 0 ov,
R A e
0 ov, 0 o1 (dv, O,
e L e | P [ e
+2—“(‘Z’—%%—%), (29.14)

%4_&}_ gpoh 10P 1 0{ [g%_'_Zvr_%v‘v]}

p[Dt r r oy rdw+;@“r6u/ r 3
p) ov, 0 ov, 0
e[l o e e bl G e - 2]
2_“[%‘;’;’ %_% (29.15)
Dv, o0h 0P 0 ov, 2
P D =5 ax ar*2ar 57
a1 (v, v, d ov, 0
%E[ ’(aif at)]*%ﬁ[“(%alvﬂ%)]' (29.16)

Coordenadas esféricas em relacdo as tensoes

Emrelacdo as tensdes as equacdes de movimento sdo:
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Dv, Vy+v; oh 1

p Dt 1 =_gp5+r23en(,b
[a(rzsen‘PT") N o(rsen¢ty,) . 6(rrw,)]  Tye +TW,’ 29.17)
or fal0) oy r
[Dv¢ VrVy Uy COtP __8p ah 1
P r r r 6([) r’sen¢
[G(r2 sen¢gt,,) . O(rsenety,) . 0(rtyy)
or 0 oy
t
_Twootd I (29.18)
r r
p[Dvw+v,vw+v,v¢cot<p ___8p %_’_ 1
Dt r r rsen¢ Oy r?sen¢
[a(r2 sen,,) N o(rsen¢ty,) N 0(rtyy)
or 0 oy
; cot
LI, TewCote (29.19)
r r
As derivadas substantivas sdo dadas pelas expressoes
Dv, ov, U, 61/, v, Ov, O0v,
e ) +—, (29.20)
Dt or r 6([) rsen¢g oy Ot
D 0 0 0 0
DV~ % Vel by OV Ol (29.21)
Dt or r 6(/) rsengb oy Ot
Doy u,aﬂ S0 Uy Oty OVy (29.22)
Dt or r 0¢ rsen(p oy Ot

e as tensoes por
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ov, 2
T, = —P+,u[2g—§v.v], (29.23)
_ p ) 10vy v, 2v 29.24
Top = — +H[ (;%+7)—§ 'V], (29.24)
B 0vy, v,\ Uscotp 2
Tyy = —P+,u[2(rsen¢w+7)+ — -2V, (29.25)
a vy 10w,
T = Te=p|r dr( )+;%], (29.26)
ov, 0 (v,
= — 29.27
Fre 'u[rsengbdw rdr( )] ( )
B _rsen¢d 0 ( Uy 1 Ovy
Tow = TW_“[ r %(sengb)-’-rsen(pw]’ (29.28)
Vey = ld(rzz;,)+ 1 6(1}(,,sen(,,)Jr 1 61/1,,‘ (29.29)

r2  or rsen¢  0¢ rsen¢ oy

Coordenadas esféricas em relacao as velocidades

Substituindo as equacdes (29.23) a (29.28) nas equacdes (29.17) e (29.19) resultam as
equacoes de Navier-Stokes em coordenadas esféricas:

&P or ar+5“

[—] B2 - 2vo))

Lol (%) 2]}

1 0 1 dv, 0
- rsen(p@{u[rsen([) 61Up +r5(%)]}

+ =14

or r 0¢ r rsen¢ oy r

p{ ov, 20v, WU 2 %_Zvlpcotgb}

0 (ﬁ) Lo 61},} (29.30)

ro opl’
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Capitulo 30

Configuracao do escoamento viscoso

As equacgoes de Navier-Stokes, (28.22) a (28.24) em coordenadas cartesianas, (29.14) a
(29.16) em coordenadas cilindricas e (29.30) a (29.32) em coordenadas esféricas, podem
serusadas em escoamentos nos quais aviscosidade e amassa especificavariam de ponto
a ponto e também em escoamentos transientes e nao uniformes. E necessario porém,
que arelacdo entre atensao e adeformacdo sejalinear, i.e., que o fluido sejanewtoniano.

Matematicamente, as equacdes de Navier-Stokes sdo equacdes de derivadas par-
ciais, ndo lineares, de segunda ordem com seis varidveis independentes: pressdo P,
componentes vy, Uy, U, de velocidade U, massa especifica p e viscosidade u.

Para configurar o escoamento langcamos mao da equacao de continuidade (6.10):

Olpvs) d(pvy) L 0lpvy)  9p _
0x oy 0z ot

0, (6.10)

edas equacoes que relacionam as propriedades fisicas p e p com as condi¢des termodi-
namicasdeestado: p= f(B, T)ep = (P, T). Deste modo temos seis equagdes; mas tam-
bém introduzimos umanovavaridvel independente; atemperatura 7. A sétima equacao
necessdria para fechar o sistema é a equacdo da conservacdo de energia do escoamento
compressivel, que é baseada no primeiro principio da termodindmica. Esta equacao
serd vista mais tarde no estudo do escoamento compressivel.

Portanto, para configurar o escoamento viscoso, ficamos com um sistema de sete
equacoes: 3 de Navier-Stokes, 2 de estado, a equacao da continuidade e o primeiro prin-
cipio da termodinamica, e 7 varidveis: P, vy, v, V., 4, p e T. A solucdo desse sistema de
equacoes exige o conhecimento de condi¢des limites em ntimero suficiente para permi-
tir adeterminacao das constantes de integracao. No caso do escoamento viscoso nao ha
escorregamento em contornos sélidos, onde as componentes normais e tangenciais da
velocidade devem ser nulas.

Até hoje nao foi possivel configurar o escoamento pela solucdo desse sistema de sete
equacoes. Entretanto, o sistema pode ser simplificado para a andlise de casos parti-
culares de escoamentos newtonianos. Os problemas de escoamento de fluidos devem
ser cuidadosamente estudados para verificar se podem ser enquadrados nas equagoes
simplificadas.

Equacoes de Navier-Stokes simplificadas

Alguns casos particulares importantes sdo os seguintes:
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Viscosidade constante

Desprezando a influéncia da pressdo na viscosidade, o escoamento isotérmico pode ser
considerado como de viscosidade constante. Neste caso as equacoes (28.22) e (28.24)
podem ser expressas por:

Dv, _ _ oh 0P w0 10 ) 0.0
Por = P85 Tax TH * 30x ’ '
Dy, _ _ ,0h _OP [vzu+1i(v )| (30.2)
Dv. _ _ Oh_0P [V2v PR 17)] (30.3)
Por = P8 T THIV VT35, ' .

Os trés componentes cartesianos podem ser expressos por uma Unica equagao
vetorial, independente de sistemas coordenados

Dv 1
pD—l; = —p§—gradP+,uV217+gugraddivi}. (30.4)
Nessas equacoes V? representa o operador Laplaciano:

(0*10x%) + (8°10y*) + (0°192%).

Utilizando o operador (¥ - grad) definido pela equagao (6.28), podemos representar a
equacao (30.4) do seguinte modo:

ov 1
a—l: +(U-grad) = —pg —grad P+ uV> D + gugraddivﬁ. (30.5)

Viscosidade e massa especifica constantes

E o caso de escoamento incompressivel e homogéneo. Se p é constante, de acordo com
aequacao (7.13), div = 0, portanto, a equacao (30.4) reduz-sea

Dv - .
pE =—-pg—grad P+ uV-o. (30.6)
Este é um caso pratico importante que se aplica a maioria dos escoamentos de liquidos
ou escoamentos de gases com velocidades relativamente baixas.
As equacoes de Navier-Stokes exprimem as condi¢oes de equilibrio dindmico das

forcas que atuam no volume de controle:
Dv -
pa+pg+gradP—;N =0, (30.7)

onde pD7/Dt representa as forcas de inércia, pg as de campo e grad P e uV*7 as de
superficie, de pressao e viscosa.

No caso de escoamento permanente, 07/t é nulo, portanto, utilizando o operador
(v grad), reduzimos a equacao (30.6) a

p(U-grad)v = —pg —grad P + uV>*v. (30.8)
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Omissao da forca de campo

No caso de escoamento confinado, incompressivel e homogéneo, podemos omitir a
acdo da forca gravitacional das equacdes de Navier-Stokes, tal como fizemos na equa-
¢do de Bernoulli para chegar a equacao (12.5). As equagdes do movimento, tanto de
Euler, de Bernoulli ou de Navier-Stokes, representam condicoes de equilibrio das for-
¢as que atuam em um volume de controle: for¢cas de campo, forcas de inércia e forcas
de superficie (normais nas equacoes de Euler e Bernoulli, e normais e tangenciais na de
Navier-Stokes).

No escoamento confinado com p constante, a parte das forcas normais de superficie
(forcas de pressao) que é devida ao peso do volume de controle (a¢cdo da gravidade) é
equilibrada pelo empuxo hidrostdtico, portanto, para i e p constantes a equacao (30.6)
reduz-se a

-

Dv 2
pE =—gradP+ uv<, (30.9)

ou, se 0 escoamento é permanente,

p(7-grad)D = —grad P + uv°D. (30.10)

Nestas expressoes, P representa a pressdo devida exclusivamente ao movimento
obtido, tirando-se da pressao total a pressdo correspondente ao peso do fluido.

Essas equacdes nao devem ser usadas no escoamento compressivel ou heterogé-
neo, porque neste caso a variacdo de massa especifica torna atuante a forca gravitaci-
onal. Também, nas superficies livres, é a pressao total que é equilibrada pela pressao
atmosférica.

Escoamento com baixo niimero de Reynolds

O namero de Reynolds representa a razao entre forcas de inércia e forcas viscosas, razdo
esta que foi exemplificada pelas equacoes (18.1) e (18.2) no caso particular de escoa-
mento permanente dentro de dutos. Quando as forgas viscosas predominam sobre as
forcas de inércia, o valor do ntimero de Reynolds é baixo. Tal ocorre, por exemplo, den-
tro de dutos; quando a velocidade de escoamento é pequena, o didmetro é pequeno ou
aviscosidade cinemadtica € alta. Alids, aequacao (18.1)
ﬁ _ pvx(avx/(?x), 18.1)
F, u(0®v,/10y?)
mostra que as forcas de inércia variam com o quadrado da velocidade enquanto as
viscosas variam com a primeira poténcia.
Entdo, no escoamento muito lento ou no escoamento muito viscoso, nos quais
predominam as forcas viscosas, a equacao (30.6) para u e p constantes reduz-se a

-pg—gradP+uV?v =0, (30.11)
ou, se 0 escoamento é confinado,
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grad P = uV*7. (30.12)

Estas equacodes representam uma considerdvel simplificacdo das equacoes de de-
rivadas parciais de segunda ordem, pois sdo agora equacgdes lineares em relacdo a
velocidade.

A teoria hidrodinamica da lubrificacdo e a sedimentacao de particulas em fluidos
sdo algumas das aplicacdes dessas equacdes simplificadas.

Escoamento ideal

No caso do escoamento ideal de um fluido de viscosidade nula, aequacao (30.4) reduz-se
aequacao (11.8) de Euler
Dv

- 1
—_ =Fg——gradP 11.8
pr '8 pgra (11.8)

que é uma equacao diferencial de primeira ordem. A hidrodinamica cldssica preocupa-
se com as solu¢oes dessa equacio.

Escoamento com alto nimero de Reynolds. Quando o valor do ntimero de Reynolds
é elevado, as forcas de inércia predominam sobre as viscosas. Neste caso, no limite, nao
podemos tomar ¢ = 0 nas equagdes de Navier-Stokes com o intuito de simplifica-las,
porque, se o fizermos, estaremos eliminando as derivadas de ordem mais alta e tornando
as equacoes simplificadas resultantes incapazes de satisfazerem simultaneamente as
condicoes de contorno de um escoamento real.

Por exemplo: aequacdo (11.8) ndo poderepresentar uma situacio fisicareal porque,
sefixarmos como condicao de contorno que avelocidade normal aumasuperficie sélida
seja nula, ndo poderemos simultaneamente fixar o componente tangencial como nulo.
Entretanto, a experiéncia com fluidos reais prova que a velocidade tangencial deve ser
nula.

O que podemos fazer quando Re — co é omitir das equacoes de Navier-Stokes cer-
tos termos viscosos de menor importancia, com o cuidado, entretanto, de ndo diminuir
a ordem das equacgdes para que elas continuem a satisfazer as condi¢des de contorno
reais.

Essas simplificagdes sao feitas, por exemplo, na camada-limite que se forma junto
a superficies sélidas (Fig. 18.2) e onde estd confinada a atuagado das forgas viscosas.
Foradacamada-limite os termos viscosos dasequacoes de Navier-Stokes sao totalmente
desprezados e o escoamento é regido pela equacao de Euler (11.8).

Referéncias
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Capitulo 31

Equacoes de Navier-Stokes para 1 e p constantes

Apresentamos a seguir os componentes da equacao vetorial (30.6) em coordenadas car-
tesianas, cilindricas e esféricas. Essas expressdes podem ser simplificadas para resolver
diversos problemas praticos.

Coordenadas cartesianas

componente x

p(% ov, ov, avx)

ar ""ox "YWy TV oz (3L.1)
__O_P (62vx+62vx+621/x)_ %
- ox 0x:  0y* 0z PE5x
componente y
ov, ov, ov, ov,
dl ar +vxax+vyay+yzaz) (31.2)
oP v, &v, 0%, oh
‘_5“‘( o oy oz )_pga_y’
componente z
(6yz+v %+v %+v %)
PUar "% x Ty TV e, (31.3)
__GP (02v2+62vz+62vz)_ oh
"7z Mo Ty T a2 ) PG
Coordenadas cilindricas
componente r
ov, ov, v, 0v, U, ov,
A e v ) 19
oP 0 (10 10*v, 20v, &, o0h
=+ [—(——( r)) S, T LAl T oo ]—pg—,
or or\r or r2 ow? r?2oy 0x? or
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componente ¥

(avw iy avy, Lo ov, v, v, va)
ot "or r oy r * ox (31.5)
__16P+ [G(IO(r )) 162v,,,+26v,+02v,,,]_ o0h
~ray Mo ) T R ey TR ey T e 1T P8y
componente x
(auxw 6vx+ﬂ6vx+y %)
or "or r oy T ox (31.6)
3 6_P+ [1 a(raux)+lazvx+azvx]_ oh
~Tox Ml ar )T oy?  0x? P85
Coordenadas esféricas
componente r
P(%H/rav' ML U;H}i)
ot or r 0y rseny 0¢ r BL.7)
op 2 20v, 2 2 0y, oh
=" vZ r— T, r___u/__ t ¢ -
or +,u( TRV T ey T O L r2seny a¢) PE5r
componente
v, avw v, 0v, v, O0v, v, Vycoty
,0( ot Uor Ty oy +rsen1// oy T r ) (31.8)
10P 20 2 0 oh
_ L0 (v B0t 2eosy Oy Ok
r oy r2 0y r’seny ri’sen’y 0y oy
componente ¢
ov, v, v, 0v, Vo OUp Upl, UyUp
—— — t
(at e T oy rseny 0¢ T W) (3L.9)
1 P 2 2 0
__ 6—+M(V2v¢— Vy . ov, N cosy &)—pg%.
rseny 0¢p r’sen?y r?seny 0¢ r?sen’y O0¢ 0

Condicoes limites

Ascondi¢6es de contorno comumente usadas para determinar as constantes ou funcoes
deintegracdo das equacoes do movimento sdo as seguintes:
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1. Nas paredes, a velocidade de escorregamento (velocidade relativa igual a velo-
cidade da parede no mesmo sentido) é nula. Se a parede estd em repouso, a
velocidade tangencial do fluido deve ser obviamente igual a zero.

2. A componente normal da velocidade do fluido junto a parede deve ter o mesmo
valor em médulo e direcao da velocidade de translacao da parede.

3. Na interface liquido-gés o gradiente de velocidade tangencial pode ser conside-
radonulo, i.e., o fluxo de quantidade de movimento pode ser considerado nulo na
faseliquida.

4. Nainterface liquido-liquido ha uma continuidade de fluxo de quantidade de mo-
vimento e, portanto, também de velocidade. Isto significa que as velocidades e as
tensdes sdo iguais em ambos os lados da interface.
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Capitulo 32

Aplicacoes das equacoes de Navier-Stokes

Consideramos a seguir diversas aplicacbes das equacdes de Navier-Stokes ao
escoamento laminar com viscosidade e massa especifica constantes.

Coordenadas cartesianas, escoamento permanente, plano e unidirecional

O escoamento pode ser configurado no plano x, y e a dire¢do preferencial do escoa-
mento segue o eixo x. As componentes v, e v, da velocidade sdo nulas, portanto, de
(6.12), 0v,/0x também é nulo e o escoamento é uniforme na direcao x. As equacoes
(31.2) e (31.3) de Navier-Stokes reduzem-se respectivamente a (P + pgh)/0y = 0 e,
0(P+pgh)/0z =0, i.e., ndo hd variacdo de pressdo nas direces y e z. Na componente
x da equacdo de Navier-Stokes, equacdo (31.1), dv,/dt é nulo porque o escoamento é
permanente, 0v,/0x e 8°v,/dx* sdo nulos porque o escoamento é uniforme. v,(0v./dy)
e v,(0v./0z) sdo nulos porque o escoamento é unidirecional e, 3*v,/dz* é nulo porque o
escoamento é bidimensional no plano x, y. Segue-se que

opr oh  0%v,

O=——-pg— . 32.1
0x pgax TH 0y? 52D
Esta equacdo pode ser escrita do seguinte modo:
& by pghy = px (32.2)
dx pgh)=H ay’ .

onde usamos derivadas totais porque P + pgh sé varia com x e avelocidade v, somente
comy.

Chegamos portanto a uma equacao de derivadas totais, linear em v,. Levando em
conta a relagdo newtoniana entre a tenséo 7,, e o gradiente de velocidade dv,/dy,
equacgdo (2.1), temos

d dt,,
- (P+pgh = O (32.3)
equacdo que pode também ser obtida diretamente da lei de Newton em funcéo das
tensoes, equacao (28.9).

Podemos omitir a forca de campo gravitacional dessas equacdes usando a pressao
igual a diferenca entre a pressao total e a pressdo em repouso, tal como fizemos na
equacao (30.10); neste caso,
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dp  d’v, dty
ax * dy:  dy’

(32.4)

Escoamento entre placas paralelas. Consideremos que as placas da Figura 32.1 sdo
tao extensas na direcao de z que o escoamento pode ser considerado plano. A direcao
dominante do escoamento € a dire¢do x e as forgas viscosas estabelecem o gradiente
dv,/dy. O escoamento é considerado uniforme, desprezando-se o efeito das bordas de
ataque e fugadasplacas. Vale portanto, neste caso, aequacao (32.1),onde d(P+pgh)/dx
é constante. Integrando em relacdo a x entre os pontos 1 e 2 (Fig. 32.1), resulta

d*v, A(P+pgh)
= s 32.5
H dy? L (82.5)

ondeA(P+pgh) = (P, +pgh,) — (P, +pghy).

Figura32.1

Integrando duas vezes emrelacdo a y temos:

_ 1 AP+pgh) ,
2u L y

+C,y+C,. (32.6)

Uy

Duas condicoes de contorno determinam os valores de C, e C, (Fig. 32.1)

y=0, v, =0, C, =0, (32.7)

_ﬁ A(P+pgh)

:b, x:O' C, =
y v 1 20 I

) (32.8)

portanto, avelocidade local é dada por

~ A(P+pgh)]’

I (32.9)

— 1 2
Vx—zy(by y)[

i.e., a distribuicdo é parabdlica. A velocidade maxima deve ocorrer no centro onde y =
b/2, portanto,

(32.10)

vmax

_b_z[_A(P+pgh)]
8u L )
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Arazio entre avelocidade local e a velocidade méxima é

U”mx =4%(1—%). (32.11)

Avazdao volumétrica por unidade de largura da placa, Q,, é dada por

b b AP +pgh
szf vdy=— _ AP+ pgh) )]. (32.12)
0 u L
Avelocidade média u é expressa por
b? A
u=% - U | Aok (32.13)
b 12u L

Comparando a velocidade média com a velocidade méxima vemos que u/ Uy, = 2/3. A
queda da pressao total pode ser calculada por

P,-P,=pg(h,— h)+(12uuL/b). (32.14)

Se as placas sao horizontais,

P, - P,=12pulL/ b, (32.15)

entretanto, mesmo para placas inclinadas, P] — Py = 12uuL/b*.
Para termos a distribuicdo da tensdo de cisalhamento partimos da equacao (32.3),
que integrada emrelagédo a y fornece

A(P+pgh
T, = % +C,. (32.16)
Quandoy=b/2,7,,énuloe,
bA(P+pgh
c,=-22Expgh) (32.17)
2 L
portanto, substituindo este valor na equagao (32.16) resulta
1 AP+pgh)y(b
T= [P ](E_y), (32.18)

i.e., a pressdo varia linearmente de zero no centro até um valor méximo 7, na parede
onde y = b.

Escoamento de dois liquidos imisciveis entre placas paralelas. As vazoes dos liqui-
dos sdo ajustadas de tal modo que a metade da abertura b fica cheia do liquido mais
pesado e mais denso enquanto a outra metade fica com o liquido mais leve e menos
viscoso.

Neste caso tomamos a origem do eixo y no centro, que coincide com a interface (Fig.
32.2). O escoamento é considerado plano e uniforme entre placas horizontais. Portanto,
vale a equacdo (32.2), que pode ser expressa por
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@:M (32.19)
dy L '

L &)
Fluido mais leve
menos viscoso

___T_yo___7 Plano de T
tensao nula

Fluido mais pesado
T mais viscoso, U

Figura32.2

Esta equacao é vilida para as duas fases, portanto, integrando nas duas regides
temos:

P —P
Ty = —IL 2y+C, (32.20)

’ Pl B P2 ’
. = —2y+C, (32.21)
L
onde 7, representa a tensdo de cisalhamento no fluido mais leve e menos viscoso. Na
interface é 6bvio que a transferéncia de quantidade de movimento deve ser continua,
portanto, temos a seguinte condicdo de contorno:
y=0, Ty =T, C =C,. (32.22)
Substituindo nas equacdes (32.20) e (32.21) a expressdo newtoniana da viscosidade,
temos

dv, P,-P
- —d”y = ——yeG, (32.23)
,adv, P -P,
g = TG (32.24)

Aintegracao dessas equacoes fornece

P-P)y? C

p, = PPy _bie (32.25)
2uL u
P-P)y? C

v = _BmRy G o (32.26)
2“/L “!
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As trés constantes C,, C, e C, podem ser determinadas pelas seguintes condicoes de
contorno:

y=0, v, =, C,=0C, (32.27)
P,-P)B? Cb

y=-bl2, v,=0, 0=—%+;+CZ, (32.28)
8uL 21
P,—P)B? Cb

y=b/2, v. =0, 0=—¥—4+C;. (32.29)
8uL 2y

Essas equacoes fornecem os seguintes resultados:

P -P)bu—y
c = _( 1 5) (IJ /J/)’ (32.30)
4L u+
P, —P)b* [ 2
¢ = BRI 2u |=c.. (32.31)

Com esses valores das constantes de integracdo podemos chegar as seguintes
expressoes para a tensao e velocidades:

— PIZ—Lsz[(%y)_%(%)], (32.32)
— P -

— (Plglf;z) [uiuu+(z+5)(%)_(2%)] (32.33)

! - bz —H

s S L GGG e

A Figura 32.2 mostra a distribui¢do de 7,,, v, e v, de acordo com essas ex-
pressdes. Quando p = p/, essas equagdes reduzem-se as equacdes (32.18) e (32.6),
respectivamente.

Avelocidade média em cada camada pode ser calculada pelas expressoes:

1° P —P)b* (Tu+y
w, = —f vody= TP (£5), (32.35)
b J_p 48uL u+
1 (b2 P —P)b? (u+7u
U, = —f vdy= PP ('“ ”). (32.36)
b Jo 48u'L u+
A cotado plano de tensdo nula é dada por
b _ !
, =2 E8 (32.37)
4 pu+p
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Nas placas, as tensdes maximas sao dadas por

(P, —P,)b u+3u/

7= 2l , (32.38)
4L u+
P, —P,)b3u+ i
;= Do PIbsurn (32.39)
4L u+

Se as placas forem inclinadas devemos usar nas equagées (P, + pgh,) — (P, + pgh,)
emvezde P, — P,.

Pelicula cadente. Consideremos o escoamento deuma peliculaliquida porumaplaca
inclinada, de talmodo extensa na dire¢do z que v, etodas as derivadas emrelacdo a zsao
nulas (Fig. 32.3). Este é mais um exemplo de escoamento permanente, plano e uniforme
de fluido homogéneo e incompressivel, portanto, das equacdes (31.1) a (31.3) resulta a
equacao (32.1)

___pg—+u :0‘ (321)

Figura32.3

No caso presente, 0 P/dx é nulo porque a superficie da pelicula é uma superficie livre
sujeita a pressdo atmosférica constante e 01/0x = sen «, portanto,

d*v,
day?
onde o gradiente de velocidade é negativo por causa da orienta¢do contréria do eixo y
em comparac¢ao com a da Figura 32.1. Por dupla integracao, temos:

- =pgsena, (32.40)

sena
v,=—pg——y*+Ciy+C,. (32.41)
2p
As condicdes de contorno para a determinacéao de C, e C, sdo:
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y=0, dv./dy=0, C, =0, (32.42)
y=b, v, =0, C,=pgsenab’/2u. (32.43)
Substituindo esses valores das constantes na equagao (32.41) resulta

_ pgb’sena [1 (y)Z]
= o ,
expressdo que indica relacado parabdlica entre v, e y. A velocidade médximaem y =0 é
dadapor

Uy (32.44)

_pgbisena
= o
Avelocidade média u é obtida do seguinte modo, com o auxilio da equacdo (32.44):

(32.45)

max

B fob v.dy pgb’sena
Jy dy 3w

Avazdo volumétrica por unidade de largura Z da placainclinada é dada por ub, i.e.,

(32.46)

b3
Q.= P87 0T, (32.47)
3u
A espessura b da pelicula pode ser calculada pelas seguintes expressoes:
3 u 1/2 3 . 1/3 3 r 1/3
e[ ) e ) ()
pgsena pgbsena p*gsena
onder = pQ,/b = ppbéavazio méssica por unidade delargura da placa.
Atensdo de cisalhamento em func¢ao de y pode ser expressa por
Ty = v, _ sena (32.49)
=R v Pg Y .
Na parede, a tensdo maxima 7, é dada por
T, =pgsenab. (32.50)

Portanto, a distribuicdo linear da tensdo (fluxo de quantidade de movimento
molecular) é

Tye =To(y/D). (32.51)
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Essas equacodes sao vélidas somente para o escoamento laminar com linhas de cor-
rente retas e paralelas a placa. O aumento de v, e b e a diminuicdo de p/p provoca

variacOes no regime de escoamento:
¢ Escoamento laminar uniforme, Re < 4 a25
¢ Escoamentolaminar ondulado, 4 a25 < Re < 1.000a2.000
» Escoamento turbulento, Re > 1.000 a 2.000

e Nocaso,Re=4bup/u=4r/p

Escoamento de Couette

O escoamento que ocorre entre duas placas planas paralelas quando uma das quais se
move com velocidade uniforme u, (Fig. 32.4), é chamado escoamento Couette. No
caso geral este escoamento resulta da superposicao do escoamento laminar entre pla-
cas paralelasiméveis com o escoamento provocado pelo movimento de uma das placas.

Aplica-se a este caso a equacao (32.2) que, por dupla integracao, fornece

B i A(P+pgh) yz

= +C,y+GCs.
20 L 4y +0s

Uy

Ty

Figura32.4

S @

(32.52)

Esta expressdo é andloga a equacao (32.6), porém estd sujeita as seguintes condicoes

de contorno:

u 1 AP h
y:b} yx:up’ C3=__p__(+—pg)b’
b 2u L

portanto, substituindo esses valores de C, e C; na equacao (32.52), temos,

u, 1 AP+pgh)

by —y?).
byZ” 3 (by-y)

vV, =
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Neste caso, a distribui¢do v, da velocidade depende tanto de u, como de A(P +
pgh)/L; este ultimo pardmetro pode ser positivo, nulo ou negativo. Quando A(P +
pgh)/Lénulo,i.e., quando ndo hd gradiente de pressao na dire¢do do escoamento:

v, = (u,/b)y, (32.56)

e a distribuicdo de velocidade é linear, tal como na Figura 32.1. Este tipo particular de
escoamento de Couette tem o nome de escoamento cisalhante simples ou escoamento
Couette simples.

Se u, é nulo a equagdo (32.55) transforma-se na equacédo (32.9), mostrando que o
escoamento de Couette geral é a resultante de dois escoamentos. A configuragao geral
da velocidade no escoamento de Couette pode ser estudada com o auxilio da equacao
(32.55) posta sob uma forma adimensional:

(32.57)

. b? h
ol G 1

b l2uu, b)\p)

AFigura 32.5 dd a distribuigao (v,/u,), (y/b) em fun¢ao do pardmetro p = b*A(P +
pgh)/2pu,L querepresenta adimensionalmente o gradiente de pressao.

Para p > 0, i.e., quando a pressao cai na direcao do escoamento, a velocidade é po-
sitiva ao longo de toda largura b do canal. Para valores negativos de p a velocidade em
uma parte da largura pode ser negativa, i.e., pode ocorrer uma contracorrente nas pro-
ximidades da placa em repouso; isto ocorre quando p < —1. A contracorrente é devida
ao atrito das camadas mais rapidas, com as camadas mais lentas nas cercanias da placa
imovel, ser insuficiente para vencer o gradiente adverso de pressao.

Os escoamentos de Couette tém importancia pratica na interpretagao da lubrifica-
¢ao hidrodindmica de mancais, entretanto, nessa aplicacao as placas nao podem ser
paralelas e o escoamento ndo é uniforme.

up
1,0
=
0,8
= /1) |5)
0,6 -1 0 1 2 3
b
Y
NIV
02 //
—
0,0 U/
-0,4 -0,2 0,0 02 04 06 08 1,0 1,2 14 o,

Figura32.5
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Capitulo 33

Coordenadas cilindricas, escoamento permanente, plano e unidirecional

No escoamento confinado ou forcado em condutos cilindricos, por exemplo, é conve-
niente o emprego das equagoes de Navier-Stokes expressas em coordenadas cilindricas.
O escoamento é considerado assimétrico e pode ser configurado no plano x, r, sendo x
a direcdo do escoamento. As equagdes (31.4) e (31.5) reduzem-se, respectivamente, a
0(P+pgh)/or =0ed(P + pgh)/0y =0, i.e., ndo ha variacao de pressao nas direcoes ra-
dial e angular. A equacao da continuidade em coordenadas cilindricas, (7.7), neste caso
de escoamento permanente, incompressivel e homogéneo, reduz-se simplesmente a
0v,/0x =0,i.e., avelocidade nao varia na direcao do escoamento, que € dito uniforme.

No presente problemaa componente x daequacao de Navier-Stokes, equagao (31.6),
reduz-sea

dP+pgh) 1d, dv,
—_— = U—— . 33.1
ax rdr (r dr ) (3.1
Para fluidos newtonianos esta equacao pode ser colocada sob a forma
d(P+pgh) 1d
dbrpgh) _1d . (33.2)

dx rdr
Usamos derivadas totais porque P + pgh sé depende de x enquanto v, ou 7,, s6 variam
comr.

Duto reto. O escoamento em condutos for¢ados de secdo circular pode ser estudado
com o auxilio das equagdes simplificadas (33.1) ou (33.2). Consideramos um trecho reto
de tubo suficientemente longe das pontas para que o escoamento possaser considerado
unidirecional e uniforme (Fig. 33.1).

Considerando a equacao (33.2) entre os pontos 1 e 2 temos:

d AP +pgh) .

L 7,0 = 33.3
ar (re,.) I (33.3)
Integrando esta equa(;éo em rela(;ﬁo ar,temos:
A(P+pgh)  C
Rt L0V (33.4)

2L r
onde a constante C, deve ser nula porque 7,, ndo pode ser infinito quando r = 0.
Portanto, a distribuicdo do fluxo de quantidade de movimento é dada por

Toe= AP +pgh)r/2L. (33.5)
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Figura 33.1

Na parede a tensao méxima é

To=AP+pgh)R/2L.

Portanto, a distribuicao linear da tensdo é

Trx = To(r/R) = 7, [1(y/R)],

onde y é adistancia a partir da parede.
No presente caso a tensao 7,, € dada por —udv,/dr, portanto

dv./dr=—-AP+pgh)r/2uL.

Porintegracdo, temos:

v, =—[AP+pgh)4uLlr? + C,,

onde C, é obtido pela condi¢do de contorno

r=R, v, =0, C,=A(P+pgh)/R*/4ulL.

Segue-se que a distribuicao de v, é a pardbola

v, =[AP+pgh)R*/4uL](1 - (n/R)?].

Avelocidade méxima ocorre em r = 0, portanto

Umax = A(P + pgh)R*/4uL.
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Avelocidade média pode ser calculada pela expressao

. 2 R vrdrdy _ A(P+pgh)R2'
2T [ rdrdy 8uL

Podemos entdo estabelecer as seguintes relacdes entre vy, € v, e avelocidade média:

(33.13)

Umax = 20U, (33.14)

2u[1—(1)2]. (33.15)

Uy
R

Avazao volumétrica Q = u S pode ser calculada por

0= A(P+pgh)nR* A(P+pgh)nD*

) (33.16)
8uL 128uL
ou, usando a diferenca entre a pressao total e a pressao de repouso
(APMD?
=" (33.17)
128uL

Essas equacdes exprimem alei de Poiseuille, que estd sujeita as seguintes restri¢oes:

(1) Escoamento laminar,i.e., Re = Dup/umenor do que aproximadamente 2.000.
(2) Escoamento incompressivel e homogéneo de fluido newtoniano.

(3) Escoamento uniforme unidirecional, i.e., longe das pontas do duto. Determinou-
se empiricamente que é necessario um comprimento de entrada

L,=0,05D Re, (33.18)

para que se estabeleca o perfil parabdlico da velocidade, i.e., para que o
escoamento seja plano.

Equilibrio de forcas

Este caso simples de escoamento em tubo reto pode ser analisado diretamente por um
equilibrio de forcas, sem a necessidade de se passar pelas equacoes de Navier-Stokes.
A Figura 33.2 representa um corpo livre cilindrico limitado por se¢des transversais de
mesmo didmetro e pela parede da tubulacao, i.e., representa um volume de controle do
fluido em escoamento em um duto reto.

Como o cilindro estd animado de um movimento uniforme e permanente, as for-
¢as de inércia sdo nulas e o equilibrio das outras for¢as de pressao normal e tensdo de
cisalhamento que atuam na sua superficie é dado por:

(AP)mTR? =1,27RL. (33.19)
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Figura33.2

Tirando o valor da tensdo na parede temos,

AP
=—R. 33.20
Ty 5L ( )

Considerando a pressdo total, que inclui aacdo das forcas de campo, o equilibrio fornece
diretamente a equacao (33.6):

A(P h
T =—( * P8 )R.

33.6
0 oL (33.6)

E importante notar que essas tltimas equagdes podem ser aplicadas tanto ao escoa-
mento laminar quanto ao escoamento turbulento, pois representam simplesmente um
balanco global de forcas externas que atuam no volume de controle.

Fator de atrito

No escoamento laminar ou turbulento é usual exprimir adimensionalmente a tensao na
parede 7, dividindo-se pela chamada pressdo dindmica pu?/2; essa razao tem o nome
de fator de atrito. No escoamento em tubulag¢des o grupo adimensional fator de atrito f
é convenientemente expresso por

f=4(p;°/2)- (33.21)

Eliminando 7, com o auxilio da equacao (33.6) temos, tanto para o escoamento
laminar como para o turbulento,

L u?
A(P+pgh) =fB?p. (33.22)
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De acordo com o balanco de carga, equacao (20.6), A(P + pgh) = pgh, pois, no caso,
u, = u,. Portanto,

B = f£ ”—p (33.23)

Arelacdo entre a perdade carga e a tensao na parede é dada por

h,=4t,L/pDg. (33.24)

Paraoescoamentolaminar, combinado asequacgdes (33.13) a (33.22) paraeliminar A(P+
pgh), resulta a seguinte expressao do fator de atrito:

f=64u/Dup =64/Re. (33.25)

Eliminando f desta expressdo com o auxilio da equacao (33.21)

To=8uul/D. (33.26)

Coeficiente de correcao da energia cinética

O coeficiente a definido pela equacdo (19.13) corrige a energia cinética calculada com
avelocidade média u levando em conta a distribuicdo radial da velocidade. No caso de
escoamento laminar arelagdo v, e u é expressa pela equacgdo (33.15); portanto,

o ks foas= s [ (5 =

tal como tinhamos indicado anteriormente para o escoamento laminar em condutos
cilindricos.

Coeficiente de correcao de quantidade de movimento

No escoamento laminar, o valor do coeficiente y definido pela equagao (22.10) é dado

T e s [ e

Secao anular. Consideremos o escoamento na se¢do anular entre os tubos concén-
tricos esquematizados na Figura 33.3. Introduzimos as mesmas simplificagdes nas
equacoes de Navier-Stokes que conduzem a equacao (33.3).

Integrando esta equacdo (33.3) entre os limites r; e r (aberto entre r; e r,) temos:

f e = M’%"gh) f rar. (33.27)
(r "

Tradi
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Figura33.3

Tirando o valor de 7,, chegamos a

2

(T,0); 1AP+pgh :
m=rl(r ji 18P +pg )(r—r—’).
r 2 L r

Portanto, no espaco anular, a tensao de cisalhamento ndo varia linearmente com

(33.28)

o raio a ndo ser quando r; = 0. Vemos que para os valores de r mais préximos de r; a
tensao 7,, € negativa passando depois por um valor nulo onde v = v, para dai em
diante tornar-se positivo até r = r,. A tensdo mede o fluxo de quantidade de movimento
molecular que transfere-se na direcdo da velocidade decrescente, i.e., contra o aumento
de r,de r; até r,, e, no mesmo sentido, de r,, a r,.

Substituindo-se na equacao (33.28) a expressdao newtoniana de 7,, em funcdo do

gradiente de velocidade, resulta

188

(T); T2 AP+pgh)d 1 A(P+pgh
dvx:[r(r Ji_ I AP+ pg )]—r+—wrdr. (33.29)
u 2u L roo2u L
Integrando desde r = r; quando v, = 0 até um raio r qualquer, temos:
(T, TPAP+pgh 1 A(P+pgh
v, = [T(T ) _r_, ( Pg )]ln£+— ( g )(rz_riZ)' (33.30)
u u L ri  4u L
Pondo r = r, quando v, = 0, temos:

ri(Trx)i _r_le(P+pgh) _ rg—riz A(P+pgh), (3331)

U 2u L _4u[n’r—j L
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portanto, comparando essas duas ultimas expressdes vemos que a distribuicdo da
velocidade pode ser expressa por

1 A(P+pgh ri—rf
po= LAEHOEI |y LT TTi, T (33.32)
4u L tulr 1
Vemos que a distribuicdo nao é parabdlica. A velocidade média é obtida por
Tvrdr 11 AP+pgh S+r?ori-r?
u — f, _ — _ ( pg )] rU rl _ rl) ’;l . (33'33)
Jordr  Ap L 2 n

O raio r,, correspondente a velocidade maxima pode ser obtido igualando a zero
o segundo membro da equacao (33.28), ou derivando v, em relagdo a r e igualando o
resultado a zero. O resultado obtido tirando-se o valor de r é:

i 1/2
ri—r?
T = = (33.34)

in=

T

i.e., r? é amédialogaritmicaentre rZ e r2.

As expressoes da tensdo, velocidade local e velocidade média podem ser

simplificadas com o auxilio da equagao (33.34):

_ 1AP+pgh) 2,

. = Ef(r_T)’ (33.35)
L1 AP+pgh (., -, T

v = |- =R (e rzen ), (33.36)
4u L rt
1 AP+pgh

u = _[_(J“—Pé’)](rgﬂg_grfn)_ (33.37)
8u L
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Capitulo 34

Coordenadas cartesianas, escoamento transiente, plano e unidirecional

Placa plana subitamente acelerada. Consideremos uma placa imével em um fluido
em repouso. A placa é plana e suficientemente extensa para que o efeito das bordas
possaser desprezado quando ela for subitamente posta em movimento com velocidade
constante u,. Aplacasitua-seno plano x, zconforme mostraaFigura34.1a. Emumdado
instante (¢ = 0) a placa comeca a se movimentar na direcao x (Fig. 34.1b). O perfil da
velocidade leva um certo tempo para se estabelecer e durante este tempo o escoamento
é transiente (Fig. 34.1c); este problema j4 foi ilustrado na Figura 1.3.

y

v, :f(yrt)

@/ [/ (b) © =

Figura34.1

Os componentes v, e v, sdo nulos, portanto, a equacdo da continuidade diz que
0v,/0xénulo e o escoamento é uniforme. Como o escoamento é também unidirecional,
as equacoes de Navier-Stokes, (31.1) a (31.3), reduzem-se a

ov, O(P+pgh) 0°v,
= -—— R 34.1
ary ax Moy (54.1)
0 = - 0 (P+pgh) (34.2)
0 = ~Zprpgh (34.3)
= x ogh). )

No presente caso, (P + pgh)/0d, é também nulo, pois o fluido é considerado semi-
infinito (confinado) e ndo ha gradiente de pressao P* devido ao movimento na dire¢do
x. Segue-se que a equacdo diferencial que rege este escoamento é

ov, _E@ZUX
ot p ay?’

(34.4)
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onde v, = f(y, t). As condicdes de contorno sao:

y>0, =<0, v, =0, (34.5)
y=0, >0, Uy = Uy, (34.6)
y =00, t=0, v, =0. (34.7)

Asolucdo daequagdo (34.4) é

ve=u,[1-erf{ —2=)], (34.8)
Vayt

onde erf representa a fungao erro. A funcdo erro de uma variavel A tem a seguinte

expressao:

b
erfA=1- ﬁ f e MdA. (34.9)

Valores de erf A sdo encontrados em tabelas e variam de 0 a 0,99 conforme A varia
de 0 a aproximadamente 2,0. Portanto, quando y = 4/y%, v, = 0,01u,. Este valor de
y representa uma espessura de camada-limite indicativa da “extensdo da penetracdo”
da quantidade de movimento molecular na direcdo y provocada pelo movimento da
placa na dire¢do x. Vemos que quanto mais viscoso o fluido e maior o tempo, maior
a “penetracao’, i.e., maior a espessura da camada-limite que recebe a acao das forgas
viscosas.

Coordenadas cartesianas, escoamento permanente, plano, nao uniforme

Nosexemplos precedentes, asequacdes de Navier-Stokes puderam ser simplificadas por
omissdo de termos nulos e porisso forneceram solu¢des exatas. Existem outros casos de
escoamento cuja configuracdo pode ser feita de maneira aproximada, desprezando-se
nas equacoes do movimento viscoso os termos cuja ordem de grandeza é pequena em
comparacgao com a de outros. Consideramos a seguir uma aplicacéo deste tipo: o esco-
amento provocado pelo movimento da sapata na cunha de lubrificacdo. Mais adiante
encontramos o estudo da camada-limite, que também pode ser efetuado por simpli-
ficacdes das equacoes de Navier-Stokes por omissao de termos de menor atuacdo na
configuracdo do escoamento.

Cunhade lubrificacao

A Figura 34.2 mostra a sapata deslizante e o bloco fixo (guia) que compdem a cunha de
lubrificagao. Admitimos que a sapata é suficientemente extensa na direcao z para que
possamos desprezar o efeito das bordas e tornar plano o escoamento.

Admitimos que o 6leo é incompressivel e homogéneo e tem viscosidade cons-
tante, i.e., desprezamos o aquecimento provocado pelo atrito. Esse aquecimento s6 é
importante em mancais de altarotacdo. A cunha trabalha com baixas velocidades.
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Sapata
deslizante

P=fx)

Bloco fixo
(Guia)

Figura34.2

Asapataestdinclinadasegundo um pequeno angulo ¢, e afolga é muito menor que o
comprimento L. Para simplificar a andlise do problema, aplicamos ao conjunto sapata-
guia o principio do movimento relativo, de tal sorte que tornamos imével a sapata, ad-
mitindo que o bloco fixo move-se com a velocidade 1 igual e oposta a velocidade que
animaasapata. Destamaneira o escoamento pode ser considerado permanente, se bem
que nao uniforme no plano x, y.

Este é um exemplo de escoamento confinado e homogéneo, de modo que podemos
omitir sem erro a acdo da gravidade. Entretanto, vamos considerar a pressao total P em
vez da pressdo devida ao movimento P*, desprezando-se nela a variacdo da pressao de
repouso com avariagao de cota h, que de fato é muito pequena.

Nao atua nenhuma forca na direcdo z, de modo que as equacdes de Navier-Stokes
reduzem-se a

(v oV, +v av")— 6P+ (azyx +62vx) (34.10)

P\ TPy )1 = Tox T T a2 ) ‘
ov, ov, oP v, 0%v,

ooy trgy) =5y G 5 ) M.

O angulo a é muito pequeno, portanto, a folga 4 é muito menor do que o compri-
mento L da sapata, entdo podemos desprezar o escoamento na dire¢do y em compa-
racdo com o escoamento na dire¢do x e, deste modo, configurar aproximadamente o
movimento pela equacgdo

ov, oP v, 0%v,
i (—+—) (34.12)

pv =—=" p p

Y ox 0x axz  0y?
Nesta expressado, o primeiro membro representa a forca de inércia, enquanto o se-
gundo e terceiro termos do segundo membro representam as forcas viscosas. Veja-
mos a importancia relativa dessas forgas: a razao entre as duas forcas viscosas pode ser

expressa por

2 2 2 2
pO° 0y sk (L) , (34.13)

v, /10x?)  ugll?
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i.e., 0°v,/0x* pode ser desprezado em comparag¢io com 6 v, /d0y?; a razdo entre a forca
deinércia e aforca viscosa mais atuante pode ser estimada:

pv.(0v,/0x)  puj/L (L”BP)(h)Z, (34.14)

w(6?v,./10y?) * wug/ h? * u L
i.e., a forca viscosa predomina mesmo quando o niimero de Reynolds Lugp/u é

relativamente alto. Feitas essas simplificagoes a equacao (34.12) reduz-se a

P d'v,
ax * oy’
Esta equacao é da mesma forma que a equacdo (32.2) do escoamento unidireci-
onal e uniforme, que foi usada para expressar o escoamento Couette. Entretanto,
neste caso, o escoamento nao é realmente uniforme e dP/dx nao é na realidade cons-
tante, embora as simplificagdes introduzidas tenham incluido a condi¢do dP/dy = 0.
Segue-se que é necessdrio mais uma equacao para, em um conjunto com a equagao
(34.15), configurar este escoamento ndo uniforme. Esta equacdo € a da continuidade,
(0v,/0x) + (0v,/dy) = 0, onde ndo podemos desprezar qualquer dos dois termos. Neste
problema é mais conveniente usar a forma integral da equacdo da continuidade dada
pelaequacdo (7.5)

(34.15)

f vcosadS=0, (7.5)
S

onde vcosa = v, e dS = (Az)dy. Aplicando esta equacdo para calcular a vazao por
unidade delargura z que passa em cada secao da folga, temos:

h
Q.= f v.dy = constante. (34.16)

0

Integrando a equacao (34.15) emrelagdo a y, temos:

P 2
Vy=——y +Ciy+0C,. (34.17)
X

y=0, UV, = Ug, C,=0, (34.18)

y=nh, v, =0, C=——-——n. (34.19)

1d
v, = uB(l——)——'u—(hy—yZ), (34.20)

expressdo que dé o valor da velocidade em funcao de y. Esta equacao é semelhante a
equacdo (32.55) do escoamento de Couette, entretanto, no presente caso, tanto 4 quanto
dP/dxvariam na equacgao da continuidade, (34.16), que integrando, temos:
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ugh h* dp

, = - 34.21
Q 2 12p dx ( )
Tirando ovalorde dP/dx:

ap ug Q.

— =12u|— - —|. 4.22

axH (th h3) (5422

Fora da cunha prevalece a pressdao ambiente constante P, portanto, integrando-se
x =0, P = Pyaté um limite aberto x, P dentro dafolga da cunha, temos:

P—P, =6 fde 12 Qfxdx (34.23)
- = u -, z a0 .

0 U Up . H . W
levando em conta que para x = L, P = P, etirando o valorde Q,

L
dx/h?
Q.= @M, (34.24)
2 [F(dx/h®)
h=ala-x), (34.25)

onde a é dado em radianos. Substituindo esta relagdo na equacao (34.24) e integrando
resulta:

Q a-L (34.26)
.= U@ . .
P 2a-1
A substituicdo dessas duas tiltimas expressdes na equagao (34.23) produz:
6uug x(L—x 6uu x(L—x
P=py+ L] ( )]: T warnd| ( )]. (34.27)

—_— +

h? 2a-L a?(2a—-1L)
Essa expressdo permite calcular a distribui¢ao da pressdo ao longo de x. A pressdo varia
de P,em x = 0 passando por um méaximo e decrescendo outravez para P,em x = L. Apo-
sicdo da pressao maxima é determinada substituindo-se Q, dado pela equacao (34.26)
naequacao (34.22) eigualando a zero este valorde dP/dx, i.e.,

(a—x)?

2aa(a-L
e = 22 A@— L), (34.28)
2a-L
Com o auxilio da equagao (34.25) calculamos:
aL
Xmax = . (34.29)
2a-L
Substituindo esses dois valores na equacao (34.27) resulta:
3uugl?
Prax = Py s (34.30)

+ .
2atala—L)2a—-L)

A pressdo média na cunha é dada por:
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— 1 [t 2L
P:—f Pda=Py+6:"2 [rn(—) - | (34.31)
L Jy La? a—L 2a—L
Eliminando dP/dx da equacdo (34.20) que dé a distribuicao da velocidade, com o
auxilio das equacdes (34.22) e (34.26) resulta:

3 [

A distribuicdo da pressao pode ser estudada sob uma forma adimensional
representando-se como na Figura 34.3, (P — P,)/ P- Py) com x/L. Pode ocorrer con-
tracorrente de 6leo naregido da pressao crescente principalmente nas proximidades da
parede imovel tal como no escoamento Couette (Fig. 32.4).

2,0
/\
P-P, 1.0
0
|0 10,2 10,4 10,6 10,8 11,0
| I I I I
yf | | | | |
| |Vx(x:y)| | |
[ [ I
Tl
I

Figura34.3

A cunha pode suportar pressdes elevadas principalmente quando o dngulo « é pe-
queno. A equacao (34.31) mostra que a pressao média é inversamente proporcional ao
quadrado de a.

Sao mais usuais os mancais cilindricos onde a cunha é formada por excentricidade
entre o eixo e o mancal (Fig. 34.4). Se levarmos em conta a curvatura das superficies, a
andlise do escoamento é bem mais dificil do que a do presente caso de superficies planas.

O mancal concéntrico com o eixo (Fig. 34.5) tem como modelo ideal o escoamento
de Couette entre duas placas paralelas. Neste caso ndo hd formacao de cunha e o mancal
nao pode suportar pressio.
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Figura34.4

Figura34.5

Tensoes de cunha

A tensdo em qualquer ponto do 6leo que enche a folga pode ser obtida derivando a
equacao (34.20)

ov, 2y—hdP uyg
y
( 2u  dx h)

ay
Fazendo y = h podemos calcular a tensdo de cisalhamento em um ponto do fluido em
contato com a superficie da sapata

— (34.33)

h dpP
(Zu dx L;B)

(34.34)

To=

Aforcade cisalhamento total por unidade de largura z da superficie da sapata é dada
por

h dapP
F,,= fo Todx——,uf ﬁa——)dx. (34.35)
Eliminando dP/dx com o auxilio das equacdes (34.22) a (34.26) e integrando temos:
2
F,, = _“cHus
' a(a—L)

a
[3L —(2a-1)¢n ] (34.36)
a—L
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Capitulo 35

Analise dimensional do escoamento

A solugdo analitica da configuracdo do escoamento viscoso por meio das equacgdes de
Navier-Stokes sé € possivel nos casos muito simplificados, nos quais omitimos vérios
dos termos dessa equacdo. A solugdo dos problemas complexos é sempre baseada em
dados experimentais; aandlise bidimensional serve entdo para generalizar osresultados
dessas experiéncias. Os métodos da andlise dimensional tém como base o postulado de
que as equacdes usadas para configurar o escoamento nao dependem de um sistema
de unidades empregado para exprimir os valores das grandezas fisicas. Essas grandezas
podem ser agrupadas em parametros adimensionais por diversos métodos. Os métodos
que tornam sem dimensao as equagdes diferenciais que descrevem completamente um
certo escoamento sao os mais recomendados porque, desta maneira, formamos os gru-
pos adimensionais com todas as grandezas que para isso afetam o escoamento. E claro
que para isso precisamos conhecer as equagdes diferenciais e, as vezes, as ignoramos.
Entretanto, frequentemente, € possivel levar em conta todas as grandezas que afetam a
configuragdo de um escoamento com um conhecimento superficial ou aproximado das
equacoes e, se até isso desconhecemos, entao os outros métodos de anélise dimensional
também ndo podem ser utilizados.

Vamos aplicar esses métodos a solucdo de dois casos gerais de escoamento
incompressivel e homogéneo de fluido newtoniano.

Escoamento confinado

Os trés componentes da equacao de Navier-Stokes e a equacao da continuidade

(%+U %+U %+vavx)——a—P (azyx+62yx+62vx) (35.1)
ot "ax Ty TV ez) T Tax "M e T a2 T a2 ) '
dv, ov, dv, ov,y 0P v, 0&*v, 0,
p(E‘FUxaﬁ'UyW‘FUZE)——a +[J( o + ayz + 0 ), (35.2)
(6vz+y ('ivz_H} 6v2+y 6vz)__6P+ (62v2+62vz+62vz) (35.3)
PUar "% ax Ty T2 )T "o TH e T oy T a2 ) '

Ov, 9vy  Ov: g (35.4)

ox dy 0z '
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onde P representa a diferenca entre a pressao total e a pressdo em repouso, sdo bastante
para descrever o escoamento confinado (ou for¢cado), pois permitem calcular, em um
dado instante, v,, v,, v, € P em fungdo de x, y, z, para dado fluido (dados p e u). Este
sistema de equagdes de derivadas parciais inclui as equacées de movimento, que sdo
de segunda ordem e nao lineares. Portanto, a configuracao analitica pura, satisfazendo
a determinadas condicoes de contorno, é extremamente dificil. Solu¢des analiticas fo-
ram possiveis omitindo-se diversos termos ou mesmo equacgdes inteiras em problemas
particulares simples, tais como os do escoamento entre placas paralelas e duto reto.
Solucdes mais gerais, entretanto, incluem determinac¢des experimentais e a correlagdo
dos dados empiricos é facilitada e orientada pelos resultados da andlise dimensional
aplicada a todos os termos de todas as equagdes do sistema.

Para fixar ideias, admitamos um escoamento normal ao eixo de um cilindro de se-
¢ao circular e comprimento infinito (Fig. 35.1). O fluido estende-se indefinidamente
em todas as dire¢des de modo que o escoamento pode ser considerado submerso ou
confinado. O cilindro tem um didmetro D e estd em repouso, portanto, a velocidade do
fluido na sua superficie é nulo. A corrente fluida suficientemente afastada do cilindro
estd animada de velocidade uniforme u e sujeita a pressdo constante.

Figura 35.1

Para tornar adimensionais as equacgdes e as condi¢des de contorno dividimos:

x/D=x, y/ID=y, zID=12, v.lu=v,

x

D (35.5)
vy /D =1, v./D=v, t/;:t’, Plpu*=P.

Introduzimos essas novas grandezas adimensionais, para exemplificar, no
componente x da equacgao de Navier-Stokes, (35.1), que resulta

puz(av;+v,6v; U,OV;JFV,@U;)
D \dy *ox Yoy  Foz
(35.6)

u 6P’+ u (621/; 62v;+62v;)
Dox HFp gy Ty T oz )

Dividindo ambos os membros pu?/ D, tornamos finalmente esta segunda expressao
adimensional:
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/ ! ! !
ov, ,0v, ,0v, Ov,

ar  Uaw Uy Tz

(35.7)

UL L
0x' Replox? 0dy2 9z2/

onde Re;, é o simbolo do ntimero de Reynolds calculado com o didmetro do cilindro

e com dimensao linear caracteristica do escoamento. A equacao da continuidade de

massa sob forma adimensional é expressa por

! ! !
ov, O0v, ov,
—+—=+—==0,
ox'  0dy 0z
enquanto as condi¢des de contorno adimensionais sao:

(35.8)

escoamento ndo perturbado: vi=ulu=1,
superficie do cilindro: vV.=v =0, =0.

Deste modo, a configuracdo do escoamento envolve a solu¢do das seguintes
equacgoes:

v, = f(X,y,2,1,Rep) (35.9)
v, = f(X,y,2,t Rep) (35.10)
v, = f(x,y,2,t,Rep) (35.11)
P = fp(x,y,Z,t,Rep) (35.12)

onde x',y',Z',t' sdo as varidveis independentes e Re, funciona como parametro
constante.

Essas mesmas relagdes funcionais servem para configurar outros tipos de escoa-
mentos confinados; por exernplo, no escoamento em dutosretos, D representao diame-
tro interno do tubo e u a velocidade média Q/S. E evidente entdo que podemos ter dife-
rentes expressdes do nimero de Reynolds, dependendo da velocidade do escoamento
e do comprimento do corpo sélido tomados como referéncias para tornar adimensio-
nais as grandezas fisicas. Qualquer delas, entretanto, deve representar a razao entre as
forcas de inércia e as forcas viscosas que atuam no escoamento, tal como mostramos na
equacdo (18.2).

Nos escoamentos em que s6 atuam forgas viscosas e for¢as de inércia, podemos di-
zer em geral que a configuracdo em cada ponto e em cada instante de um escoamento
transiente s6 depende do niimero de Reynolds.

Escoamentos semelhantes

Consideremos dois cilindros de didmetros D, e D,, expostos a duas correntes fluidas de
velocidades ndo perturbadas u, e u,, os fluidos tendo diferentes propriedades fisicas p,,
P1 € Wy, P, (Fig. 35.2).
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Figura 35.2

Ambos os escoamentos sdo evidentemente regidos pelas equagdes (35.11) e (35.12),
i.e., as mesmas funcées f representam os dois escoamentos. Quando o niimero de Rey-
nolds tem o mesmo valor nos dois escoamentos, teremos os pontos semelhantes (pon-
tos onde os valores das coordenadas adimensionais sdo os mesmos), os mesmos valores
das velocidades e pressdes adimensionais em torno dos dois cilindros. As grandezas fi-
sicas que em configuragao adimensional - neste exemplo simples colocamos v}, v, v e
P' com x', v,z — tornam-se idénticas nas camadas de grandezas semelhantes. Pode-
mos entdo concluir que os escoamentos confinados em torno do cilindro sdo seme-
lhantes quando os niimeros de Reynolds tém o mesmo valor. Neste caso, 0s campos
de velocidades e pressdoes em torno dos cilindros serdo semelhantes.

A semelhanca dos campos de velocidades e pressdes é chamado de semelhanga di-
ndmica. Para que os escoamentos em torno ou através de corpos sélidos sejam em geral
semelhantes é evidente ser necessdrio a semelhanga geométricados contornos do corpo.
Nao serao semelhantes os escoamentos em torno de cilindros de sec¢ao circular e cilin-
drosdesecao prismética, como tambémnao podem ser semelhantes os escoamentosno
interior de tubos circulares e condutos de se¢do, por exemplo, triangular. Nesses casos,
paraum dado valor do nimero de Reynolds, ndo serdo idénticos os valores de 7' e P’ em
pontos semelhantes. Os pontos semelhantes de mesmas coordenadas adimensionais
x',y', zZ também sao chamados de pontos correspondentes.

E claro também que é necessario a semelhanca de condigdes de contorno para que
os escoamentos sejam completamente semelhantes. Por exemplo, quando um cilindro
roda com velocidade linear u,, a solucao das equacdes diferenciais do escoamento de-
vem satisfazer a condi¢ao de que na superficie do cilindro a velocidade do fluido tenha
o mesmo moédulo e a mesma direcao do que a velocidade u.. Neste caso, as equacoes
funcionais (35.9) a (35.12) devem incluir o grupo adimensional 7/ ., que exprime mais
uma condi¢do de semelhanca além do niimero de Reynolds.

A semelhanca de rugosidade da superficie do cilindro ou da superficie interna do
tubo é um outro exemplo de semelhanca geométrica que pode ser importante quando
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as superficies sao relativamente dsperas. Nesse caso é usual incluir nas relagoes fun-
cionais o grupo £/ D, chamado rugosidade relativa, onde ¢ representa o “comprimento
médio das projecdes” existentes nas superficies banhadas pelo fluido em escoamento.
E claro que o emprego deste comprimento médio representa uma maneira grosseira de
levar em conta a rugosidade de superficies que, evidentemente, necessitam de mais do
que uma dimensao linear para caracterizar o formato, a distribuicao e os tamanhos das
protuberancias que constituem a rugosidade.

Escoamento transiente

No caso mais geral de escoamento confinado transiente, as condicoes de semelhanca
dindmica devem incluir além da restricao de mesmo valor do ntimero de Reynolds, a de
mesmo valor do pardmetro adimensional #'. Por exemplo, se o cilindro submerso es-
tiver sujeito a oscilacdes que obedecem a uma certa lei, o intervalo de tempo ¢ pode
representar o periodo de oscilagcdes. O grupo t' = ut/D tem o nome de nimero de
Strouhal

Sh=utl/D. (35.13)
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Capitulo 36

Nimero de Euler

E conveniente caracterizar o termo adimensional —dP'/0x’ do segundo membro da
equacdo (35.7). Este termo representa adimensionalmente a variacdo de pressdo ao
longo do escoamento e recebe o nome de nimero de Euler:

E 0P D ( GP) 36.1)
Up=—7"—=——|—-——|. .
g ox pur\ 0x
Segue-se que a expressao vetorial pode ser reescrita como
Dv' o 1 2 1
— =Eup+——V-0. (36.2)
Dt Rep

No escoamento incompressivel e homogéneo o ntimero de Euler funciona como va-
ridvel dependente, i.e., dependente do ntimero de Reynolds, pois neste tipo de escoa-
mento o valor da pressao ndo altera a configuragdo do escoamento. Na equagao (36.2) o
operador adimensional V* ¢ expresso por

0* 0? 0?
= X7 + 6_}/'2 + @ (36.3)

2

Existem outros tipos de ntimeros de Euler que, em geral, representam as relagdes
adimensionais entre as tensdes e o termo pu?. Considerando separadamente cada uma
dastensdes normais, equagoes (28.12) a (28.14) etangenciais, (28.15) a (28.17), podemos
tornd-las adimensionais empregando as relagdes (35.5). Tomamos ainda como exem-
plo um escoamento incompressivel e homogéneo e consideremos parailustrar a tensao
normal 7,, eade cisalhamento 7,, = 7 ,:

2 v,
2 —2, (36.4)
X

=
g
1l
)
+
N
=
|
1l
|
)
)
<

(36.5)

P T #(6y ox )~

Dividindo ambos os membros dessas expressées por pu? resulta nos niameros de
Euler
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Tox , .2 0v,
Eum = 5 =T, = -P'+ ﬁ ox , (366)
' pu p 0x'
E e oo L (_ay; L2 ) (36.7)
U, = =7 = , .
ou? ¥ Rep\dy ox

onde P’ pode ser expresso pela equacgao (35.12) em funcidode x', y, Z/, t' e Rep. Teriamos
também outras expressoes do niimero de Euler em relacdo a cada um dos componentes
restantes do tensor 7.

Vemos que o niimero de Euler representa a relacao entre as forcas de inércia, que sao
proporcionaisa pu?,i.e.,

Eu=1/pu’=F,/F,. (36.8)

Fator de atrito

Nas aplicagdes praticas, algumas das expressdoes do numero de Euler sdo conhecidas
com o nome de fator de atrito. Assim, no caso de escoamento permanente e uniforme
em duto reto a equacio (36.7) reduz-se a

Tye 1 Ddv,

= , 36.9
" pu* Repu dy (36.9)
Na parede, chamando a tensdo uniforme de 7, temos:
1 D/dv,
h= = (5] (36.10)
puy, Repuldyo

Comparando esta expressao com a que define fator de atrito, f = 8(z,/ pu*) vemos que

f =8Eu,,. (36.11)
Para este caso de escoamento permanente e uniforme, a equacao (36.1) pode ser
expressa por
D AP
ouz L~
Comparando com a equacao (33.22), onde podemos omitir a acao da gravidade por se
tratar de escoamento confinado, temos

Eup, = (36.12)

__) =2 Eup. (36.13)

Portanto, a “perda” de carga que calculamos pela equagao (33.23), f(L/D)(u?/2g), pode
Ser expresso por

u? L u?

L
h,=Eup——=4E (36.14)
Dg

Ur,——
ng
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onde h, = AP/pg, tal como na equacao (24.11). Nessas equacdes, desde que os du-
tos tenham paredes lisas, o niimero de Euler é funcdo exclusivamente do ntimero de
Reynolds. O numero de Euler em si ndo afeta a configuracdo porque o escoamento é
incompressivel e homogéneo.

Osgruposadimensionais tanto podem ser formados pelos diversostermos das equa-
¢6es do movimento quanto pelas duas condicoes de contorno. O grupo 7,/ pu? pode ser
considerado como formado pela condicao de que na parede T = 7, constante, neste
escoamento uniforme.

Escoamento nao confinado

No caso de escoamento com superficie livre ndo podemos omitir a atuacdo da forga de
campo e a pressdo P deve representar a pressao total. Segue-se que além das forcas de
inércia e das forcas viscosas, que sdo as inicas que atuam no escoamento incompressi-
vel, homogéneo, confinado, devemoslevar em conta as forcas gravitacionais. Nao basta,
portanto, o nimero de Reynolds para descrever o escoamento na superficie livre.

Consideremos, para exemplificar, a componente y da equagdo de Navier-Stokes,
estando o eixo cartesiano y orientado na diregdo vertical contrdria a da aceleracao da
gravidade

Dv, oP (02 v, 0v, & vy) (36.15)
= — - —+ + + . .
Por =P8 5y TH o T 5y T oz
Substituindo nesta equacdo as relagcdes adimensionais (35.5), resulta
2 DV 2 5p! v, o*v, o0*v
O T o B (36.16)
D D't D 0y D?\ox? 0y? 0z"
e dividindo ambos os membros por pu?/D,
/ 12 2 4,/ 2 5,/ 2 4,/
Dv, 8D _oP', u (6 vy+6vy+6vy)‘ (36.17)
Dt u> 0y Dup\ox? 0y? 0z?

Vemos que, para dadas condi¢des de contorno, a configura¢ao do escoamento de-
pende neste caso dos grupos u/Dup = 1/Rep, e gD/u?, que representa o inverso do
ntimero de Froude, Fr = u*/ gD.

Portanto, a configuracdo do escoamento em torno de um cilindro da série circular
parcialmente submerso em um fluido incompressivel e homogéneo é funcao constante
do ntimero de Reynolds como de um outro grupo chamado de niimero de Froude. Este
numero representa arazao entre forcas de inércia e forgas gravitacionais, i.e.,

Fr=u’/gD =F,/F,. (36.18)

Nimero de Weber

Em certos casos de escoamento com superficies lineares livres ou interfaces liquido-
liquido, é importante levar em conta a atuacao das forcas de pressdo superficiais que
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estabelecem mais uma condicdo de contorno. A atuacdo dessas forcas é usualmente
representada pela chamada “tensdo superficial” o, que tem unidade de energia por uni-
dadede drea ou, o que é amesma coisa, forca por unidade de comprimento L. O nimero
de Weber representa arazio entre forcas de pressdo superficial e as forcas de inércia, i.e.,

We=0/pu’L=F,/F,. (36.19)

O nimero de Weber é importante em estudos tais como o da formacao de camadas
na superficie de liquidos, ou no da “atomizacao” de jatos liquidos por meio de bocais de
borrifo. Nesses estudos é importante também o ntimero de Froude.
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Capitulo 37

Escoamento turbulento

Aturbulénciafoiobservada pela primeiravez no escoamento dentro de condutos (expe-
riéncia de Reynolds) (Fig. 18.3). No escoamento turbulento, superpde-se ao movimento
primdrio da veia fluida movimentos flutuantes de mistura ou turbilhonamento. Essas
flutuacoes fazem com que o fluido tenha uma viscosidade aparente que pode alcan-
car valores milhares de vezes maior do que a viscosidade real, propriedade do fluido.
Segue-se que a forca que mantém o escoamento turbulento em contato com contornos
é muito maior do que a que mantém o escoamento laminar. Por outro lado, a maior re-
sisténcia experimentada pelo escoamento turbulento em contato com difusores, asas
deaviao e palhetas de turbo compressores, permite que nesses aparelhos sejam obtidos
maiores aumentos de pressao sem a separagdo da camada-limite, que ocorreria se o es-
coamento fosse laminar. Esta separacdo ndo permitiria maior recuperagdo de energia
nos difusores e tornaria insatisfatéria a operacdo das asas e palhetas.

Grandezas instantaneas, flutuantes e médias

Em um certo ponto de um fluido em escoamento turbulento (ponto 0, Fig. 37.1) a ve-
locidade varia com o tempo tanto em moédulo quanto em dire¢do. Essas velocidades
instantaneas podem ser desdobradas em duas partes, a velocidade média temporal ¥ e
avelocidade flutuante v'.

D=0+, (37.1)

Figura 37.1

Os componentes cartesianos correspondentes sdo expressos pelas equacoes (18.4)
a (18.6). Do mesmo modo, a pressdo em um ponto é dada por:
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P=P+P, (37.2)

onde P é a pressdo instantinea, P a média temporal e P’ a flutuante.
As grandezas médias temporais sdo expressas por:

-1
G=—| Gdt, (37.3)
6t 5t

onde o intervalo de tempo 6t é suficientemente longo para que as grandezas médias
sejam independentes do tempo. De acordo com essa definicdo de média temporal é
evidente que:

G Gdt=0, (37.4)

_E ot

onde G’ pode representar a velocidade flutuante ou qualquer de suas componentes car-
tesianas, a pressao ou a massa especifica, no caso de escoamento compressivel. A Figura
37.1 mostra que a integral em relacéo ao tempo de v é nula.

Em geral a grandeza flutuante é de alta intensidade, de modo que basta um inter-
valo de tempo &t de poucos segundos para que os valores médios temporais sejam de
fato independentes do tempo. Para a turbuléncia em grande escala que se observa na
atmosfera terrestre o intervalo § t tem que ser bem maior.

Teoria estatistica da turbuléncia

No escoamento turbulento a velocidade v é uma funcdo continua do tempo e do espaco.
A Figura 37.2 mostra um oscilograma da flutuacdo do componente v, em relagdo ao
tempo em um dado ponto do escoamento turbulento. A velocidade ¥ é também uma
funcao aleatoria, porque o seu valor instantaneo nao pode ser determinado a partir das
grandezas médias que afetam o escoamento.

&I

Figura37.2

210 | MECANICA DOS FLUIDOS



Os valores das grandezas flutuantes sao totalmente arbitrarios, portanto, o nimero
de observacdes n do valor de cada uma dessas grandezas se distribui segundo uma
curva normal, Gaussiana erro. A Figura 37.3 exemplifica esta distribui¢do no caso dos
componentes de velocidade. O valor mais frequente de velocidade é nulo.

Figura37.3

Coeficientes de correlacao

A frequéncia da distribuicdo das grandezas flutuantes pode ser estudada por
coeficientes de correlacdo. Um desses coeficientes é definido por

!

v, U,
R = =2, (37.5)
V/Z

Xt

!

onde v, e v, ,, s, s30 0os componentes x da velocidade flutuante em dois instantes con-
secutivos. Este coeficiente correlaciona o efeito de v, em v, ,,;,; se 8¢ é nulo o coefi-
ciente € igual a um e, se §7 ¢ suficientemente grande, R, torna-se nulo, i.e., v, , deixa
de afetar v, ;,, ou em outras palavras, deixa de existir uma correlacdo entre essas velo-
cidades consecutivas no tempo, o coeficiente R, segue o ponto de vista lagrangiano de

acompanhar as trajetdrias dos elementos fluidos.
Um coeficiente que segue o ponto de vista euleriano é definido por

U;xv; X+6x
RX,V; = ;) (376)

12 173
\/ Ux,x vx,x+5x
/

onde v, e v, ;. sdo os componentes x da velocidade flutuante em dois pontos sepa-
rados de 6 x na direcdo do eixo x (Fig. 37.4a). Considerando os componentes x da ve-
locidade em dois pontos separados de 6y e 6z (Fig. 37.4b e 37.4c) temos os seguintes
coeficientes de correlacao:
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v.ov

xy 7 x,y+0,
R, = ——t= (37.7)
2 2
\/ Ux,y’ V Ux,y+5y
vV
3 1240,
Rz,u; = ___BF BEO (37.8)
2 2
\/ Ux,z’ \/ Ux,z+6z
[ o 1
1 [ :
| r—>
I T' v’ !
| | x,y + 8y |
I 8,1 I
e B, | |
f—————l—n———> S ————— > X ——>———— > X
SV v’ X v /, /v
X,X X,X + 6x / Xy 6 /
// / z
/ // / /
K (@) zZv (b) A (c)
2 z k«/ Vx,z + 62
Figura37.4

Correlagoes andlogas podem ser definidas para os componentes v, e V.
Podemos também definir coeficientes de correlacdo entre os componentes
flutuantes v/, v, e v, em um dado ponto.

v,
Ry = —— (37.9)

)
2 2
\ VA ;

Ry, = ——— (37.10)

Rl,'r v = _— (3711)

Intensidade de turbuléncia

A intensidade de turbuléncia é uma medida do médulo de flutuacao em relacao a um
valor médio. Sendo a grandeza flutuante uma varidvel aleatéria, sua medida pode ser
adequadamente representada pelo pardmetro desvio médio geométrico; por exemplo,
no caso dacomponente x da velocidade flutuante,

f— 12
VUZ=q/=) v (37.12)
nT
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Figura37.5

onde n é o nimero de observacoes do valor de v'.. Se as flutuacdes v/, forem medidas de
modo continuo,

=— | v?ds, (37.13)

ie., \/v:;2 éoraio de geracdo da drearepresentativa da flutuagao.

Enquanto as médias temporais v/, 1;; e v, sdo nulas, as médias quadréticas sdo sem-
pre finitas e sdo componentes de intensidade de turbuléncia. E usual exprimir os com-
ponentes daintensidade da turbuléncia como fracdo davelocidade média temporal, i.e.,
por:

IT, =\/V?] 0., IT, =/ v? [y, IT. =\/ V2] D.. (37.14)

Levando em conta os trés componentes, a intensidade de turbuléncia é usualmente
definida pelarelacao,

1/3(v_;2+v_’y2+v_;2)

IT = — (37.15)
v

No escoamento em condutos forcados, como os tubos e ttineis de vento, € comum
referir aintensidade da turbuléncia como fracdo da velocidade média u = Q/S.

Escalas de turbuléncia

A escala de turbuléncia pode ser definida por intermédio de coeficientes de correlagao:
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L = ﬁﬁthdt, (37.16)
L = fo " Ry dx, (37.17)
L, = fomRy,,,;dy, (37.18)
L. = fo "R, dz. (37.19)

Turbuléncia isotrépica e homogénea

Aturbuléncia éisotropica quando os componentes daintensidade nas trés direcoes tém
o mesmo valor, i.e., por exemplo,

12 — 12 —
Ux_vy_

S
RN

(37.20)

Segue-se que as flutuacdes sdo perfeitamente cadticas, ndo havendo qualquer
correlagdo entre os componentes da flutuacdo em diferentes direcdes, i.e.,

ViV, =V V=V (37.21)

A turbuléncia é dita homogénea quando as grandezas médias sdo independen-
tes da posicdo no fluido em escoamento cadtico. As suposi¢coes de escoamento iso-
trépico e homogéneo introduzem importantes simplificagdes no estado estatistico da
turbuléncia.

Perfil da velocidade em tubos

No escoamento através de tubos, para o mesmo valor do ntimero de Reynolds Dup/y,
o perfil da velocidade turbulenta é mais achatado do que o perfil laminar (Fig. 37.5). O
perfil turbulento é usualmente tragado com a velocidade média temporal e chamamos
de escoamento turbulento permanente ou escoamento quasi-permanente aquele em
que as grandezas médias temporais ndo variam com o tempo.

O escoamento dentro do tubo pode ser considerado como unidirecional, i.e., 7, =0
e v =0, portanto,

v, = D+, (37.22)
v, = U, (37.23)
v, = . (37.24)
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As determinacdes experimentais mostram que na regido central do tubo as flutua-
¢Oes sdo mais isotrépicas do que nas cercanias da parede, onde as flutua¢des na dire¢do
axial x sdo mais intensas do que as radiais (tendéncia ao isotropismo). Junto a parede, as
flutuagdes sdo amortecidas pelas forcas viscosas e se aproximam de zero. Nasubcamada
laminar atuam as for¢as viscosas, enquanto na zona turbulenta predominam as forgas
deinércia; em uma zona intermedidria, tanto as for¢as viscosas quanto as de inércia sao
importantes.

Muitos célculos hidraulicos importantes podem ser feitos com a velocidade média
temporal, ignorando-se avelocidade flutuante do mesmo modo que se pode desprezar o
efeito dos movimentos dos passageiros na distancia que um navio percorre em um certo
tempo.

Medida das grandezas flutuantes

A velocidade média temporal pode ser determinada por um tubo de Pitot, exceto nas
proximidades de contornos sélidos, onde o tamanho do instrumento nio permite a
medida precisa do gradiente de velocidade, que nestas regides é elevado. As grande-
zas flutuantes, como velocidade, pressao e massa especifica, podem ser medidas com
o anemoOmetro de fio quente. Neste instrumento o resfriamento de fios muito finos e
aquecidos por corrente elétrica é funcdo da velocidade e das propriedades fisicas do
fluido em escoamento em contato com o fio.

Regras das operacoes com grandezas médias temporais

Chamamosde f e g duasvaridveis dependentes cujamédia temporal deve ser calculada.
Chamemos de s qualquer uma das variaveis independentes x, y, z e temos as seguintes
regras validas:
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Capitulo 38

Tensoes de Reynolds

Asvelocidades instantdneas sdo responsdveis por tensdes aparentes que se superpéem
astensdes moleculares ou viscosas. Consideremos o fluxo de quantidade de movimento
através de uma face de um volume de controle cartesiano de uma corrente turbulenta
incompressivel e quasi-permanente. Através de uma drea de secao normal a direcdo x o
fluxo instantaneo de quantidade de movimento x na direcao x é dado por:

M, =M, v,=pv,v,=pr?, (38.1)

enquanto o fluxo médio correspondente é expresso por

M., = pv2 = p(y + V)% = p(V2+ 20, V. + V?). (38.2)

Seguindo as regras de operacao com grandezas médias temporais, temos:

M. = pU2+2p0,V, +pUZ, (38.3)
onde,
pv2=pr?, (38.4)
200V, =2p0, V. =0, (38.5)
pUZ=pU2, (38.6)
portanto,
M, = p(V2+v2). (38.7)

O fluxo instantaneo de quantidade de movimento y na direcado x é:

M., =M,v,=pv,v,, (38.8)
sendo que o fluxo médio é
Mxy =pv, U, =p(0,+ v’y)(DX +v)=p([0,0,+ v’yv;). (38.9)

Analogamente, o fluxo médio da quantidade de movimento z na direcdo x é dado
por
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M,. = p(0.0,+ V,V.). (38.10)

Ostrés componentes do fluxo de quantidade de movimento nadire¢do x que passam

através do elemento de area do volume de controle, dados pelas equacoes (38.7), (38.9)
e (38.10), ttm dimensao de forca por unidade de 4rea e representam tensoes.

Esses fluxos de quantidade de movimento sao equilibrados por tensées opostas que

o meio fluido exerce no volume de controle para que ele ndo sofra aceleragdes; portanto,

T =—M,, =—p(2+1?), (38.11)
Toy = =My =—p(0, U+ v, V), (38.12)
Ty=—M,=—p@, 0, +V, V), (38.13)

onde T,, é uma tensdo normal e 7,, e T, sdo tensdes de cisalhamento. Vemos que a
superposicao de flutuacdes no escoamento médio produz trés tensdes adicionais

T = —pv? (38.14)
ﬁxy)t = _P l/; U;,r (3815)
(T = —pv,v, (38.16)

que atuam na superficie elementar normal a dire¢do x. Podemos escrever expressdes
correspondentes para as dreas normais as direcoes y e z formando, deste modo, as nove
componentes do tensor turbulento.

Mostramos a seguir que a média temporal dos produtos das velocidades flutuantes
é, geralmente, diferente de zero. No caso da tensdao normal, eq. (38.14), o quadrado da
velocidade flutuante é sempre positivo, portanto, a média do quadrado é maior do que
zero. Considerando qualquer das tensdes de cisalhamento, tal como a expressa pela eq.
(38.15), o termo — pTv’y pode ser interpretado como equivalente a taxa de transferéncia
de quantidade de movimento x através de uma superficie normal ao eixo y. Na Fig.
38.1 representamos o perfil de velocidade média v, = f(y) em um escoamento onde
v,=v,=0edv,/dy >0, edaimostramos que v, v,=0.

As particulas que sobem animadas de velocidade turbulenta v}, vao para uma ca-
mada superior partindo de uma camada inferior, onde prevalece uma velocidade v,
menor. Como no global essas particulas preservam sua velocidade original v,, havera
forcosamente o aparecimento de velocidades negativas —v, na camada superior. In-
versamente, as particulas que se dirigem para baixo, animadas da velocidade flutuante
—v,, provocam o aparecimento de velocidades positivas +v; nas camadas inferiores. O
resultado total dessas transferéncias € associar valores positivos de v, com valores ne-
gativos de v, e, valores negativos de v/, com valores positivos de v;; segue-se que a mé-
dia temporal Tv’y é negativa, i.e., é diferente de zero. Consequentemente, a tensao de
cisalhamento — pTv’y é positiva, i.e., tem o mesmo sinal que a tensdo laminar udv,/d,.

O fato de Tv’y ndo ser nulo significa que existe uma correlacdo entre as flutuacoes
longitudinal e transversal da velocidade, em um dado ponto.
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Figura38.1

Equacao da continuidade de escoamento turbulento

A equacdo da continuidade de massa do escoamento turbulento e incompressivel é
expressa pela equacao (6.12)

ov, O0v, dv,

0x 0Oy Oz

=0, (6.13)

onde os componentes cartesianos da velocidade representam valores instantaneos. In-
troduzindo ahipétese da decomposi¢do das velocidades em componentes médios tem-
porais e flutuantes, substituindo esses valores decompostos naequacao (6.12), tomando
as médias temporais de todos os termos, observando as regras e levando em conta que
0v,/10x =0v,/dy = dv,/0z = Oresulta:

00, 9% 0% _ (38.17)
ox 0y 0z ’
A partir das equagdes (6.12) e (38.17) vemos que:
av. 0v, v,
+ =0. (38.18)

+_
0x 0dy 0z

Segue-se que tanto as componentes médias temporais como as flutuantes obedecem a
equacdo da continuidade de massa.

Equacoes de Navier-Stokes do escoamento turbulento

Considerando um escoamento incompressivel de fluido newtoniano e combinando as
equacoes (31.1) a (31.3) com a equacao da continuidade, (6.12), resulta:
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0> (v, o, P
ovy  Ov, O ”y)+ﬂ]:_a__pg%+pv2ux, (38.19)

4 or " ox | ay oz ox

v, dv,v,) O0V: d(v,v,) apP oh )
9y (TS Ty = g vy, (3820
ot~ ox oy oz ] ay P8y THV Uy (3820

6vz+6(uzvx)+6(vzvy)+6v§]__0_P_ %+ At (38.21)
ot ox 3y 9z lT 97 PEG; THY V= ‘

Substituindo nessas equacodes as suposicoes de que as grandezas instantaneas po-
dem ser desdobradas na parte média e na parte flutuante, formando as médias e
simplificando com o auxilio da equacao (38.17), temos

_ob, _ 0, _0db, 0P  oh _,.
p( )=———pg—+uV Dy

" ox Ty TP ez )T Tox  PEox
(38.22)
guvz OV, Qv vl
_p(WJ" 3y | oz )
_op, 00, _0b,_ 0P oh _,
‘D(Uxa Uya+l/z£) ——a—y—pga +,LLV 2%
o (38.23)
_p(av;v’er%Jrav/yU;)
0x oy oz /)
(z‘/@m%w%)——a—p— o | v
P\V 55 Yoy  “oz) oz P8 G, THY U
(38.24)

ov v, Ov, v, av?
- (— + + )
0x oy 0z

Comparando essas tltimas expressdes com as equagdes de Navier-Stokes de escoa-
mento permanente, (31.1) a (31.3), vemos que ambas sdo de mesma soma no primeiro
membro e nos trés primeiros termos do segundo membro, desde que os componentes
vy, Uy € U, e apressdo P sejam substituidos pelos valores médios temporais correspon-
dentes; entretanto, as equacoes (38.22) a (38.24) tém termos adicionais que dependem
da flutuacao turbulenta do escoamento. Esses termos adicionais podem ser interpreta-
dos como componentes da tensdo turbulenta ou de Reynolds. Deste modo, as equagdes
podem ser reescritas,

Iy=—t+ 0y —=—+ 0, — | =——— %+ V2D
Yox Yoy “oz) ox PEG THY U

+[6('L_—xx); i a(fxy)[ i a(fxz)t
0x Ay oz

p(_ v, _ 00, _ Oﬁx)_ oP

(38.25)
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( 617y+v6vy 61/)__0_p_ 0I’l+ Vzﬂ
p a J'ay az - ay pga /’t y

_ 38.26)
+[6(Tyx)r + a(Tyy)t + a(Tyz)t] (
0x Ay oz
P(ﬁ GDZ+_ 0172+U ov, )_ op pg6h+uvzl7
x y - 5_ " A z
0x oy 0z 0z 0z (38.27)

+ a(sz)t + 6(fzy)t + 6(fzz)t ] .
0x oy 0z
O tensor que representa a tensao turbulenta é idéntico ao que representa o fluxo da
quantidade de movimento do escoamento permanente, expressao (21.2), i.e.,

(Tix)e (Txy)t (Tx2)s pv_f pV; V;, ,OV/ U’
(o) Ty (@) |=—| pviv, pvf  pvj vl | (38.28)
(sz)t (Tyz)t (Tzz)t PU; U; pUJ', U; PU_Z

As tensdes de Reynolds somam-se as tensdes viscosas do escoamento laminar,
portanto atensdo total T = 7, + T, tem os seguintes componentes:

T proplls _pur (38.29)

Ty = — U———pve, .
0x

_ v, —

Ty = —Prdug—pv) (38.30)

_ Y 1 A —

T = —Pr2u—=-—pu?, (38.31)
z

_ _ v, 0D, -

Ty = T 5 +a)—pvx v, (38.32)

7, = 7,22 0% 38.33

Ty, = Tz = (az + 6y) pv, v, (38.33)

__ _ _ (0D, o0,

Txe = T —,U( oz + ox

Para que essas equacdes do movimento turbulento fornecam resultados préticos

é necessdrio relacionar os componentes médios com os flutuantes. Essas relacoes s6
podem ser obtidas de maneira empirica.

) PV V. (38.34)

Condicoes de contorno

As solucdes das equagdes do movimento turbulento devem satisfazer as mesmas con-
dicoes de contorno que regem as equagdes de escoamento permanente. Nas paredes
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todos os componentes da velocidade devem se anular. Junto as paredes existe uma ca-
mada fixa que comporta-se essencialmente como em escoamento laminar. Nesta sub-
camada laminar as tensdes de Reynolds sdo despreziveis e predominam as tensoes vis-
cosas. Mais afastada da parede segue-se uma zona tampao onde as flutuagées da velo-
cidade provocam o aparecimento de tensdes turbulentas comparaveis com as viscosas.
Ainda mais distante de paredes encontramos uma zona onde as tensdes de Reynolds se
sobrepujam as viscosas, é azona turbulenta propriamente dita.

Embora a subcamada laminar seja usualmente de espessura muito pequena, é de
importancia capital porque nela situa-se uma grande resisténcia as transferéncias de
quantidade de movimento, calor ou massa.
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Capitulo 39

Expressoes da tensao de Reynolds

A configuracao do escoamento turbulento por meio das equacdes (38.25) a (38.27) de-
pende darelacdo entre as tensdes de Reynolds produzidas pelas flutuagdes e as compo-
nentes da velocidade média temporal. Estabelecida esta relacdo entre 7, e ¥ resultam
equacoes diferenciais que sao os pontos de partida dos célculos do escoamento médio.
Entretanto, as hipéteses que estabelecem 7, em funcao de ¥ incluem suposicdoes que nao
sdo capazes de analisar cabalmente um tinico caso de escoamento turbulento. Vejamos
algumas dessas hipéteses.

Viscosidade turbulenta de Boussinesq

Esta hip6tese relaciona a tensdo de Reynolds com o gradiente de velocidade através de
uma expressao analoga a que define a viscosidade no escoamento laminar:

) av,
(T)x) =€ 2 (39.1)

onde ¢ é chamado de viscosidade turbilhonar, aparente, virtual ou coeficiente de mis-
tura que tem as mesmas unidades que a viscosidade dindmica ¢ do fluido. O coeficiente
€, entretanto, ndo é uma propriedade do fluido mas varia aproximadamente com a pri-
meira poténciadavelocidade, o que podeservisto pelaequacao (39.1), onde demonstra-
se empiricamente que a tensdo turbulenta varia aproximadamente com o quadrado da
velocidade. Entdo, a substituicdo das expressdes do tipo da equacdo (39.1) nas equa-
¢oes do movimento nao conduz a um resultado préatico, porque € varia com a posi¢do do
fluido e esta variacdo néo é diretamente conhecida.

Comprimento de mistura de Prandtl

O conceito de comprimento de mistura de Prandtl pode ser mais facilmente explicado
considerando-se um escoamento turbulento incompressivel, homogéneo e plano, no
qual a velocidade na diregdo x varia somente na diregao y, i.e., v, = f(y); ¥, =0e v, = 0.
Neste caso, diferente de zero é a tensao
(- )__ 74 — E@ (39.2)
Tyy),=—pV,V,=p dy .
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Com um mecanismo simplificado do escoamento turbulento, Prandtl admitiu que
asparticulasfluidasse aglomeram e os aglomerados deslocam-se tanto nadire¢iaolongi-
tudinal quanto natransversalretendo nesses percursos suas quantidades de movimento
paralelas a diregao principal do escoamento x. Admite-se que esses aglomerados, por
exemplo, vém de uma camada (y, — 1), (Fig. 39.1), e témvelocidade 7, (y, — 1), percorrem
a distancia / na direcao transversal; esta distancia é chamada de comprimento de mis-
tura. Ao chegar anova camada y, o aglomerado estd animado de uma velocidade menor
do que a que ali prevalece e nesse percurso v, > 0. A diferenca entre as velocidades é
dadapor:

Avey =0, () — 0.(1 = 0). (39.3)

Desenvolvendo afunc¢do v, (y, — ) segundo a série de Taylor e desprezando os termos
de ordem maior que a primeira (! pequeno), temos:

dv,
v )1.

Avyy = 0, (3) = B, (= 0) = z( o

(39.4)

Figura39.1

Analogamente, o aglomerado que partede y, +[ echegaem y, possuiumavelocidade
maior do que a da nova camada e a diferenca é expressa por:

_ _ dv,
Avy, = 0 (1 +0) = U:(y) =€( ) . (39.5)
dy
Assim, o movimento de um aglomerao da camada y, +/ paraacamada y,, resultaem
v, <0.
Prandtl admitiu que essas diferencas de velocidades sao responsaveis pela veloci-
dade flutuante v ou y,, portanto, a média temporal do valor absoluto dessa flutuacdo é
dado por:

1 dv,
= 5(|Ayx,1|+|Aux,2|)=£‘( dy)l'. (39.6)
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De acordo com esta expressao, o comprimento de mistura [ pode ser interpretado
fisicamente como a distancia transversal que deve ser percorrida por um aglomerado
de elementos fluidos que caminha com sua velocidade original para tornar a diferenca
entreasuavelocidade eavelocidade nanovaposicidoigual aflutuante transversal média.

Estemecanismo simplificado mostra que as flutua¢deslongitudinais sdo produzidas
pelasflutuacgodes transversais. Do mesmo modo, Prandtladmitiu que as flutua¢des trans-
versais sdo produzidas pelas longitudinais e que existe uma proporcionalidade entre v/,
ev,ie.,

— - dv,
|v'y| = const. |v.| = const. { —. (39.7)
dy

De posse de expressdes de || e |V} | precisamos agora, para calcular pela equagéo
(39.2), determinar a expressao de Tv’y Este produto € negativo, pois os v, positivos
dos aglomerados que chegaram na camada y, vindo da camada inferior y; — I produzem
principalmente v/ negativos, pois vém de camadas mais lentas e, por raciocinio analogo,
podemos dizer que os valores negativos de v} estao preferencialmente associados com
os valores positivos de v’.. Portanto, sendo o produto v v, diferente de zero e negativo,
podemos escrever

v, v, =-Clv, x v}, (39.8)

onde 0 < ¢ <1. De acordo com as equacoes (39.6) e (39.7) podemos escrever a equacao
(39.8) do seguinte modo

_ dv,.\?
v, v}, = —const. éz(d—l;j) , (39.9)

onde a constante agora inclui o fator C da equacao (39.8). Incluindo a constante ao valor
ainda indeterminado do comprimento de mistura ¢, temos,

V= —22(@)2. (39.10)

Consequentemente, a tensdo de Reynolds pode ser expressa por

dv,\?
) (39.11)

(7)), =p? 2( dy

Osinaldatensao deveacompanharodo gradiente de velocidade (naFig. 39.1,ambos

sdo positivos). Portanto, para levar em conta o sinal da derivada, devemos escrever a
equacao (39.11) do seguinte modo:

.| dv,
dy
que é a expressdo final da hip6tese de Prandtl.

Comparando esta tltima expressdo com a equacdo da viscosidade turbilhonar de
Boussinesq, resulta

dv,
dy’

(7)), =p¢ (39.12)

e=pl*|— (39.13)

dy |
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i.e., substituimos um coeficiente desconhecido ¢ por outro [; entretanto, este tiltimo é
independente do valor da velocidade, pois sabemos empiricamente que a tensdo tur-
bulenta é aproximadamente proporcional ao quadrado da velocidade e, na equacao
(39.12), vemos que ! de fato nao deve variar apreciavelmente com v. Entretanto, / tal
como € nao é propriedade do fluido, mas nao depende somente da posicdo no fluido,
torna-se mais simples estabelecer as posi¢des sobre o seu valor. Por exemplo, junto as
paredes lisas o valor de ! deve se tornar nulo, porque nesta regiao as flutuagdes transver-
sais sdo amortecidas pela parede, também no escoamento junto as paredes rugosas o
comprimento de mistura aproxima-se do valor do comprimento das protuberancias da
parede.

A expressdo (39.12) indica que no centro de condutos onde a velocidade € maxima a
tensao turbulenta é nula. Este resultado é incorreto pois as determinac¢des experimen-
tais mostram que no centro de condutos tanto as flutua¢des longitudinais quanto as
transversais sdo dificilmente zero.

Expressoes do comprimento de mistura

Para que o escoamento turbulento possa ser configurado pelas equacdes (38.25) a
(38.27), devemos substituir as tensdes turbulentas em funcdo do gradiente de veloci-
dade média temporal através de relacdes do tipo da equacao (39.12). Entretanto, é
preciso exprimir o comprimento de mistura / em func¢ado da posi¢do no fluido.

Hipotese simples de Prandtl

Quando o fluido escoa em contato com uma parede s6lida admite-se que o compri-
mento de mistura [ depende da distancia y contada a partir da parede. Basta esta dis-
tdncia para marcar um ponto no escoamento turbulento plano que admitimos para ca-
racterizar fisicamente o comprimento de mistura. A relacdo mais simples entre /e y é a
de direta proporcionalidade, i.e.,

(=ky, (39.14)

onde admite-se que k é uma constante empirica universal. Substituindo esta expressao
naequacao (39.12) temos

av,| dv
Ty), =0k Y | == | = 39.15
(TJ’ )z p dy dy ( )
Portanto, a viscosidade de Boussinesq tem a seguinte expressio
av
=pk’y’|— 39.16
E=pKy dy ( )
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Expressao de von Kirman

Admite-se que o comprimento de mistura depende exclusivamente do gradiente de ve-
locidade média temporal na imediata vizinhanca do ponto considerado. Sejam x, e y,
as coordenadas deste ponto, no escoamento plano, onde a velocidade é 7, ,. Em torno
deste ponto a variacao da velocidade pode ser expressa por uma expressao em série de
Taylor:

av,

dy

D, ﬂx0+( ) (J/_J’o)*‘l(ﬂ) Y=y +-, (39.17)
' 0 2V dy* o
onde y e y, representam as ordenadas dos pontos aolongo deumavertical contadaapar-
tir da parede em contato com o escoamento turbulento. Nesses pontos as velocidades
sdo, respectivamente, v, e U, ,.
Arelacdo dimensionalmente correta mais simples, entre [ e o perfildavelocidade em
torno de um ponto do fluido é do tipo

Ck av./dy

=k———, 39.18
dzv./dy? ( )

onde admite-se que a constante k é a mesma da equacao (39.14). Substituindo esta
expressdo na equacdo (39.12), resulta

, (do./dy)*

(), =p @oldy? (39.19)

Portanto, comparando esta expressao com a equagdo (39.1), vemos que a
viscosidade turbilhonar pode ser expressa por

_ e duddyy

. 39.20
(@20,1dy>) (39.20)

£

Valorde k

O valor numérico da constante universal k s6 pode ser medido experimentalmente. As
experiéncias de Nikuradse com o escoamento turbulento em tubos lisos e rugosos con-
firmaram (Fig. 39.2) que de fato k pode ser considerado constante e aproximadamente
igual a 0,4 nas proximidades da parede do tubo. Na figura, y é a distdncia contada da
parede, x é o comprimento de misturae R é o raio do duto.

Distribuicao das tensoes laminar e turbulenta

A tensdo de cisalhamento total é a soma das tensdes laminar e turbulenta. Conhecido o
perfil de velocidade é possivel determinar a contribuicdo de cada uma das tensdes para
o total. Tomamos como exemplo o caso do escoamento turbulento, quasi-permanente,
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incompressivel, homogéneo e plano, i.e., suficientemente longe da entrada em tubula-
caoreta. Atensdo total varialinearmente ao longo do raio segundo a equagdo (33.7), que
évalida tanto para o escoamento laminar quanto para o turbulento:

T =To(r/R) =1,[1 - (y/R)], (33.7)

onde 7, é a tensdo de cisalhamento na parede (r = R) e y é a distancia radial contada a
partir da parede. Das equagoes (33.7) em diante deixaremos de usar a barra para repre-
sentar grandezas médias temporais sempre que ndo houver confusido com grandezas
instantaneas.

Atensdo 7, pode ser calculada pela equacao (33.6)

To=AP+pgh)R/2L, (33.6)

através damedida simples da queda de pressao. A tensao de cisalhamento laminar pode
ser determinada por

T)e=— v, _ dv: (39.21)
e = Hdr_ﬂdy' .

uma vez conhecido o perfil da velocidade, que pode ser medido por um tubo de Pitot.
Dai, da tensdo total subtraimos os valores de (7,,), para determinar a contribuicao da
tensao turbulenta (7,,),.

A Figura 39.3 ilustra a distribui¢do das tensdes no raio do tubo reto. Vemos que na
maior parte do tubo predomina o fluxo turbulento de quantidade de movimento; so-
mente junto a parede é que o fluxo molecular € importante. Quanto mais turbulento for
0 escoamento menor a contribuicao da tensao de cisalhamento.
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Figura39.3

Expressoes da tensao de cisalhamento total
Atensao total, soma dalaminar com a turbulenta, pode ser expressa por

Ux
dy’
onde ¢ segundo Prandtl é dado pela equacdo (39.16) e segundo von Kdrméan pela
equacao (39.20), i.e.,

T=T,+T,=(uU+¢) (39.22)

,jdv.1dv
= ¥y —= =, 39.23
T [u+p y ay 11 ay ( )
(dv.ldy)® 1dv,
= P . 39.24
T [u+p (dzvx/dyZ)Z] dy ( )

A Figura 39.2 mostra que junto a parede predomina o primeiro termo do segundo
membro dessas equacgdes ao passo que em quase toda a secdo do tubo é o segundo
termo, a tensao turbulenta, que comanda a transferéncia de quantidade de movimento.
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Capitulo 40

Distribuicao logaritmica da velocidade

O célculodo perfildevelocidade no escoamento turbulento, plano em um conduto qual-
quer ou axissimétrico em tubos retos, pode ser feito por intermédio de expressdes que
resultam das equacdes da tensdo turbulenta, (39.15) de Prandtl e (39.19) de von Kdrman.

Distribuicao de von Kairman

Admitimos que a tensdo turbulenta é praticamente igual a tensdo total em quase toda
a secdo do conduto, o que € principalmente aproximado para altos valores do nimero
de Reynolds. Podemos eliminar a tensdo local combinando as equacdes (33.7) da distri-
buicao linear da tensao total e (39.19) da tensdo turbulenta segundo von Kdrmén, o que
resultaem

dv./dy)!
E(l_l)zkz—( ve/dy) (40.1)
0 R (d?v,/dy*)?
Dividindo ambos os membros por k? e tirando a raiz quadrada, temos,
(dv,/dy)’ 1
oidy VTolp p V1-(y/R). (40.2)
Definimos uma nova grandeza por
V. =+/To/p, (40.3)

que é chamada de velocidade de cisalhamento ou velocidade de atrito porque tem as
dimensodes de uma velocidade e é funcdo da tensao de atrito com a parede do conduto. A
velocidade v, é constante para um dado escoamento. A equacao (40.2) pode ser escrita
do seguinte modo:

dv.\2d(dv,/d k R
(_” ) @vdy _k VR (40.4)
dy dy v.\/R-y
Esta expressdo pode ser integrada para fornecer o seguinte resultado:
dv,\™! 2k
_(d_,,) =-ZVRVR-y+C. (40.5)
y Vs

Ovalor de C, pode ser determinado a partir da condicdo de contorno junto a parede
y=0, (dv./dy)" —0.
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Portanto,

C,=—R, (40.6)

eaequacao (40.5) pode ser escrita

%) = sl
dy) ~2krRl1- i-gim)
que fornece o gradiente de velocidade do perfil de von Karméan do escoamento turbu-

lento. A equacdo (40.7) pode ser integrada trocando-se antes as varidveis do seguinte
modo:

(40.7)

V1-(y/R)=2z, eportanto, dy=-2Rzdz.

Entao, substituindo este resultado na equacao (40.7), podemos alegar

VU,
dv, =
v 2kR1—

(40.8)

que integrada fornece
v*
v, = R [z+In(1-2)]+C,, (40.9)
ou,voltandoa/1—-(y/R) =z
:%{\/1—(y/r)+ln[1—\/1—(y/R)]}+C2. (40.10)

Ovalor de C, pode ser determinado pela condi¢ao no centro do conduto
J/ = R) vy = Vx,max-

Portanto,

CZ = Vx,max’ (4011)

eadistribuicdo da velocidade de von Kdrman é expressa por

Uy = Vymax + {\/ —(y/R) +In[1-\/1- (y/R)}. (40.12)

Podemosabandonaro 1ndlce xerepresentar o componentede vnadirecdo principal
do escoamento plano axissimétrico simplesmente por v, pois ndo pode haver confusdo
desse componente com os outros componentes direcionais. Portanto, aequacao (40.12)
pode ser escrita do seguinte modo:

Umax — V 1
B =—E[ln[1—\/1—(y/k)+\/1—(y/R)]. (40.13)

A Figura 40.1 mostra que a equacado (40.13) representa bem os dados experimen-
tais obtidos por Nikuradse em casos lisos e rugosos, apesar da hip6tese de von Karméan
incluir as seguintes inconsisténcias fisicas:
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(1) Aequacdo (39.18) que relaciona o comprimento de mistura com a posi¢do atra-
vés do valor do gradiente da velocidade nessa posi¢do fornece um resultado fi-
sicamente impossivel, qual seja o de que no centro o comprimento de mistura é
nulo.

(2) Junto a parede a equagdo (40.12) diz que a velocidade é infinita, o que ndo é evi-
dentemente verdadeiro. Este resultado errado pode ser explicado pelo fato de ter-
mos, igualando a tensao total a turbulenta por toda a secdao do contato enquanto
sabemos que € justamente junto a parede que a tensdo viscosa é mais atuante.

15
14
13
12
11
10

eq. (10.18)

QO ~ N W A U O N ©

@)

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
y/R

Figura40.1

Distribuicao de Prandtl

O perfil da velocidade, segundo Prandtl, é calculado por uma expressdo que resulta da
integracdo da equacao (39.15). Para efetuar a integracao, Prandtl admitiu que a tensao
turbulenta, além de ser igual a tensao total, € também constante e igual a tensdo 7, na
parede. Deste modo, da equacao (39.15) tiramos o valor do gradiente dv/dy

dv v,

—_—=—, 40.14
o (40.14)
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onde v, = 1/7,/y é constante para um certo escoamento turbulento.
Separando as varidveis e integrando resulta

V.
v:?lnywtC. (40.15)
A condig¢ao de contorno no centro do conduto
y= R; U = Unax

determina o valorde C,

C = Uy — Vlk“ InR. (40.16)
Considerando o valor de k = 0,4 e substituindo este valor de C naequacao (40.15), temos

v= vmax+2,5v*ln%, (40.17)
ou, sob forma adimensional

Uma"—_U:Z,SIn? (40.18)

A Figura 40.1 mostra que esta expressao representa bem os dados experimentais,
apesar das hip6teses utilizadas para a sua deducdo. Essas suposicoes sdo:

(1) Arelacdo (1 - ky) de acordo com a Figura 39.2 representa bem os dados experi-
mentais nas proximidades da parede, entretanto, a constante de integracao da
equacao (40.15) foi determinada por uma condigdo limite no centro do conduto.

(2) Prandtl admitiu tensdo constante em toda a se¢do do conduto, ao passo que na
realidade a tensdo varia linearmente segundo a equacio (33.7),

T=7,[1- (y/R)].

Adistribuicao da velocidade de Prandtl é mais simples que a de von Kdrman e apesar
de sua base tedrica pouco precisa representa satisfatoriamente os dados experimentais
obtidos principalmente por Nikuradse tanto em tubos lisos quanto em tubos rugosos,
desde que a distribuicao seja aplicada a zona turbulenta do escoamento. Notadamente
para altos valores do nimero de Reynolds, a zona turbulenta ocupa quase toda a secao
do conduto.

Distribuicao exponencial da velocidade

Blasius correlacionou os dados experimentais do escoamento turbulento em tubos lisos
e para niumeros de Reynolds até 10° prop6s a seguinte expressao empirica do fator de
atrito:

f=0,3164/Re"*. (40.19)
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A partir desta expressdo Prandtl deduziu uma distribuicdo exponencial da velocidade,
quetal como aequacao de Blasius, é vdlida para o escoamento turbulento em dutoslisos
quando Re < 10°.

Deacordo com a equacao (33.21) que define o fator de atrito em funcao da tensdao na
parede 7, temos

0,3614 87,
f=—"=" (40.20)
(Dup/w'*  pu?
Tirando o valor da tensao,
To=0,039550u™"* (u/p)""* D", (40.21)
oucomo D =2Rev, =/T,/p
7,=0,033250u"* (u/p)"* R = pv?. (40.22)
Desdobrando v, em v’"* e v!’* podemos escrever a equacdo (40.22) do seguinte
modo:
u v,Ro\17
u_ 6,99( p ) . (40.23)

*

Os dados experimentais mostram que nos limites de 4.000 < Re < 100.000 a rela-
¢do entre a velocidade média u e a velocidade maxima v,,,, no centro do tubo é bem
representada por

u
—=0,8, (40.24)

Umax

portanto, a equacao (40.23) pode ser expressa por

Umax

V.

*R 1/7
v1p ) . (40.25)

:8,74(

Por analogia, esta equacdo pode ser estendida a velocidade local v em qualquer
distancia y da parede:

v v.Rp

1/7
=g,74(—F] . (40.26)
v, U
Dividindo esta equacdo pela equacao (40.25), obtemos a distribuicdo exponencial da
velocidade

X”u - (%)m, (40.27)

que representa bem os dados experimentais do perfil da velocidade na zona turbulenta
da secdo do duto quando Re < 10° e o duto € liso.
A expressao mais geral do perfil exponencial é dado por:

v (%)”", (40.28)
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onde o expoente 1/n varia com o nimero de Reynolds segundo os dados da Tabela 40.1.
O aumento do numero de Reynolds diminui o valor do expoente 1/7n que, aproxima-se
assintoticamente de um valor constante. Para os valores mais altos de Reynolds afuncao
logaritmicarepresenta matematicamente a expressao assintdtica e as expressoes de von
Karman (eq. 40.12), e Prandtl (eq. 40.17) sdo desse tipo.

Re 410%  2310* 1110° 1,110° 2,010° 3,2.10°

lin 1/6,0 1/6,6 1/7,0 1/8,8 1/10,0 1/10,0

Ul Ve 0,791 0,807 0,817 0,860 0,866 0,866
Tabela 40.1

A convergénciaassintéticadadistribui¢do exponencial davelocidade pode serinter-
pretada fisicamente pelo fato de que a tensao total do escoamento é devido tanto a ten-
sdolaminar quanto a turbulenta, e a contribui¢do de cada uma dessas parcelas depende
do valor do ntimero de Reynolds. Quanto maior esse valor maior a contribuicao da ten-
sdo turbulenta e mais achatado os valores muito altos de Re e tensdo viscosa torna-se
desprezivel.
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Capitulo 41

Perfil universal da velocidade em tubulacao reta lisa

Arelacao v—ynoescoamento turbulento em dutosretos de paredelisa pode ser expressa
em funcdo dos seguintes grupos adimensionais:

v*zv/v*zv/\/v, (41.1)
V' =y% =y Tolp/v. (41.2)

Aexpressdode y* tem amesmaforma que o nimero de Reynolds. Levando em conta
que o fator de atrito f é definido pela equacao (33.21)

f=41,/(pu’12), (33.21)

podemos exprimir os grupos v* e y* do seguinte modo

vt = v
u\/f18

vy =yur/ f18/v. (41.4)

A Figura 41.1 mostra que a representacdo v* — y* pode ser considerada como um
perfil universal, pois representa todos os dados experimentais dos diversos perfis v — y
correspondentes aos diversos nimeros de Reynolds Re, turbulentos em tubos de pa-
rede lisa. No perfil universal podemos distinguir as trés regioes da camada-limite: i.e., a
subcamada laminar, a zona tampao e a zona turbulenta.

Comrespeito a Figura41.1, temos:

(41.3)

. eq. (41.6),

. eq. (41.9),

. eq. (41.14),

. €q. (41.15),Re > 70, y* > 70.

=W N
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Subcamada laminar
Na subcamada laminar podemos admitir que o gradiente da velocidade dado pela

equacao (2.1) é constante, portanto,

= (41.5)
y

De acordo com as defini¢ées de v* e y*, esta equacdo pode ser expressa por

vt =yt (41.6)

A subcamadalaminar se estende de y = 0 até um valor de y correspondentea y* = 5.
Podemos entdo chegar ao valor da espessura da subcamada laminar quando y* =5, i.e.,

v v
§,=5— =5 , (41.7)
v, [
p
ou, de acordo com a equacio (41.4),
0 5v8
2= —‘/_ (41.8)
D ReyVf

Zona tampao

A zona tampdo entre a subcamada laminar e a zona turbulenta pode ser considerada
como situada entre os valores de y correspondentes a5 < y* < 70. Para essa zona von
Karman prop0s a seguinte equacao empirica

v"=-3+5Iny". (41.9)
Esta expressdo representa umareta na Figura41.1.
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Zona turbulenta

De acordo com os dados experimentais, a zona turbulenta pode ser considerada como
estendendo-se além de y* = 70. A distribuicdo da velocidade de Prandtl expressa pela
equacao (40.15) pode ser escrita do seguinte modo:

1 C
=—Iny+ —+-In—-—-In—, (41.10)
v v v

ouseja,

+———In—. 41.11
v, knv v, knv ( )

De acordo com as definicoes de v* e y*, temos,
+ 1 +
v =%lny +C,, (41.12)

onde anova constante C, é dada por

c 1. u
C=——--mZ. (41.13)
v. k v

Osdados experimentais v—y dos escoamentos turbulentos em dutosretos de parede
lisa representados como na Figura 41.1 permitem determinar os valores de k e C;; que
resultam em

v"=2,5lny" +5,5. (41.14)

A zona turbulenta ocupa quase toda a secdo do duto de modo que aequacio (41.14)
é comumente chamada de distribuicdo universal da velocidade.

Com base na distribui¢do exponencial da velocidade vélida para Re > 10° podemos
usar as definicdes de v* e y* na equacao (40.26) para exprimi-la do seguinte modo:

v" =8,74(y")"". (41.15)

A curvarepresentativa dessa expressao estd representada na Figura41.1.

Perfil universal da velocidade em duto reto rugoso

A rugosidade da parede da tubulagdo acarreta maior resisténcia ao escoamento e mo-
difica o perfil de velocidade em comparacao com o escoamento em tubo liso. O efeito
darugosidade depende de diversos fatores que sao de dificil caracterizagdo quantitativa
em tubos comerciais, i.e., depende da forma, tamanho, concentracgao e distribui¢do das
protuberancias existentes no interior dos dutos. A defini¢do da rugosidade de tubula-
¢Oes comerciais é usualmente feita por comparagdo com o efeito produzido pela rugo-
sidade artificial que Nikuradse empregou revestindo as paredes de tubos com graos de
areia aproximadamente uniformes e cuidadosamente tamisados.
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Nimero de Reynolds rugoso

O efeito de rugosidade no perfil da velocidade pode ser estudado através de um para-
metro que representa a relacdo entre o tamanho do grao de areia, k,, e a espessura da
subcamadalaminar §,. Calculando §,, pela equacio (41.7), temos,

€a le,v, (41.16)
61, - 5 v ’ ’
O grupo adimensional k,v. /v é chamado de nimero de Reynolds rugoso, i.e.,
Re, =¢€,v./v=5(,/8),). (41.17)

Quando o tamanho dos grdos de areia é igual ao da espessura da subcamadalaminar,
Re, = 5. O tubo é chamado de hidraulicamente liso quando o valor de Re, € menor do
que cinco, i.e., quando o tamanho das protuberancias é menor do que a espessura da
subcamada laminar.

Combinando as equacgdes (41.1) e (41.3) chegamos a seguinte expressdo de v.,:

L
v*—u\/;. (41.18)

Portanto, o nidmero de Reynolds rugoso pode ser dado por

Duce
Re, = — = ]—c, (41.19)
v D\ 8
que representa o produto de trés grupos adimensionais: o nimero de Reynolds Rej, o
fator de atrito f e arelagdo €,/D entre o tamanho das protuberancias e o didmetro do

tubo, relagdo essa chamada de rugosidade relativa.

Perfil de velocidade

O perfil universal de Prandtl, equacdo (40.17), pode ser escrito da seguinte forma:

V' Uma R
—= —-2,5In . (41.20)
v, v, Ce,

No caso de condutos rugosos admite-se que a zona turbulenta penetra em direcdo a
parede até uma distancia y,. Supde-se que essa distancia y, é diretamente proporcional
ao tamanho ¢, das projegoes, i.e., y, = Ce,. Segue-se que quando y = y, = Ce,, V = v,.
Portanto, de acordo com a equacao (41.20)

V" Umax

R
— = —-2,5In . (41.21)
v, v, Ce,

Combinando esta expressdo com a equacao (41.20), temos,

v v
—=24+25In

* v* ga

R
-2,5In—. (41.22)
y
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Simplificando essa expressao chegamos a

v, u
—=—-2,5InC+2,5In—.
v, U, £,

Nessa equacao, definimos um parametro B por

v
B=-2L-25InC,

*

portanto, a equacao (41.23) pode ser expressa por

v*:B+2,51nl.

€a

(41.23)

(41.24)

(41.25)

11 T T
10F
eq.(41.14) eq- (41.28)
9 -
T
| 4
B 8 |
7 ' .
. s | Rugosidade
[¢— Liso —sk———— Transi¢ao ———>—— completa —
6 I I T
| |
5 5 1 1 70| 1
10° 107 10? 100
logRe,
Figura 41.2

O parametro B para um dado escoamento é funcao do tipo de rugosidade da pa-
rede e o seu valor deve ser determinado experimentalmente. A Figura 41.2 representa
B em funcdo de logRe, de acordo com os dados experimentais de Nikuradse para o
escoamento turbulento em dutos lisos e artificialmente rugosos. Os dados podem ser

agrupados em trés regioes distintas:

(1) Hidraulicamente liso: Re, < 5. Nessa regiao B é expresso em funcdo de Re, pela

equacao

B =5,50+2,5InRe,,

(41.26)

que representa bem os dados experimentais e pode ser obtida igualando-se o va-

lor de v* da equacdo (41.25) ao da equagdo (41.14)

que exprime a distribuicdo

universal da velocidade na zona turbulenta do escoamento em tubos lisos.

(2) Completamente rugoso: Re, > 70. Nessa regido B =

0,5 representa os dados ex-

perimentais obtidos por Nikuradse; portanto, o perfil universal da velocidade em

tubos completamente rugosos € expresso por

v* =8,50+2,51nl.

a

(41.27)
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Essa equacao pode ser expressa de modo a incluir os grupos v* e y* do perfil
universal, i.e.,

v"=2,5Iny" +8,50-2,5InRe,, (41.28)

(3) Transigdo:5 < Re, < 70. Nessaregiao os pontos experimentais formam uma curva
que converge para as duas retas das regioes lisa e rugosa.

A Figura 41.3 representa os perfis universais para tubulagdes lisas e rugosas; é um
gréafico que aloca v* com logy* e tem Re, como parametro. Vemos que a subcamada
laminar que se estende até y* = yv./v =5 em tubos hidraulicamente lisos, nao afeta os
perfis universais em tubos completamente rugosos.

40 T T T T T 5 by
30t - 70
- 300 Re,
- 1000
X - 3000
V20 - 10 000
L 30 000
II L 100 000 —~+—
1 7,
10} /‘///f
//
55( ] 9
0 sl
0 ] 6
logy"
Figura41.3
Comrespeito a Figura41.3, temos:
1. eq. (41.6),
2. eq. (41.9),
3. eq. (41.14),
4. eq. (41.28),Re > 70, y* > 70.

A Figura 41.4 esquematiza a relacao entre a rugosidade da parede e a subcamada
laminar. O caso (a) ocorre quando, para um dado tamanho de protuberancia, a velo-
cidade de escoamento € relativamente baixa ou, quando para uma dada velocidade, as
protuberancias sdo relativamente pequenas, a subcamada laminar cobre arugosidade e
o duto comporta-se como dutoliso emrelacdo ao escoamento. No caso (b), ao contrério,
arugosidade emerge dasubcamadalaminar e penetranazonaturbulenta e ai produzem
um acréscimo de turbuléncia por choques dos turbilhdes com as protuberancias. Nesse
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ultimo caso a subcamadalaminar nao afeta o perfil davelocidade e o duto é considerado
como completamente rugoso em relacao ao escoamento.

X 2,00, — —
— ™~ SN ~
SN Q}JAD-\L_L
6b ~ = ! —
n __’—//\\ /////N—> — ///\\ /)&\ 3,
(a) (b) T
Figura 41.4
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Capitulo 42

Distribuicao da velocidade em tubos lisos ou rugosos

As equacoes (41.9) e (41.27) representam, respectivamente, os perfis da velocidade em
tubos lisos e rugosos. Podemos, entretanto, obter uma tinica equacao a partir dessas
duas, valida, portanto, tanto para tubos lisos quanto para dutos rugosos, desde que as
exprimamos em funcao da velocidade média u. Por definicao u é expressa por:

_Q_ f_yv@mrdr

u 42.1
S nR? ( )
Comor=R-yedr=—-dy,temos
5,—0
"v2n(R-y)d
_ (K= pdy (42.2)
nR?
Para o escoamento turbulento em dutos lisos a equacao (41.9) dd o valor de v:
28
v=1v.(550+2,5n ). (42.3)
v
Substituindo esta expressao na equacao (42.2), temos,
flf”ﬁo 270,[5,50+2,5In(v, y/MI(R-y)dy
= . (42.4)
nR?
Oresultado daintegracao é:
u V.R
— =1,75+2,5In . (42.5)
V. v

Analogamente, substituindo na equacao (42.2) o valor de v expresso pela equacao
(41.27) da distribuicdo da velocidade em dutos rugosos, obtemos,

u

R
=4,75+2,5In—. (42.6)

* a

A subtracao da equacao (42.5) da equacao (41.9) para tubos lisos ou a subtracdo da
equacdo (42.6) daequacdo (41.27) para tubos rugosos fornece o mesmo resultado, i.e.,
v ou y
—=—+3,75+2,75In =. (42.7)
v, U, R

Segue-se que adistribui¢cdo davelocidade nazona turbulenta do escoamento éidén-
tica, quer o tubo sejaliso quer sejarugoso, porque o mecanismo da turbuléncia naregiao
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mais afastada da parede independe das condic¢oes da sua rugosidade. A equacgao (42.7)
serve, portanto, para o tracado do perfil da velocidade do escoamento em dutos rugosos
e émais pratica do que aequacdo (41.27), porque nao exige o conhecimento do valor de
£,

A equacgdo (42.7) pode ser modificada substituindo-se v. por u/ f/8 de acordo com
aequacao (41.18),i.e., usando logaritmo de base 10.

£:1+\/?(1,32+210g%). (42.8)

Esta equacdo representa melhor os dados experimentais de Nikuradse quando as
constantes 1,32 e 2 sao substituidas respectivamente por 1,45 e 2,15, i.e.,
U—1+\/}(1 42+2,15l0 y) (42.9)
L , , 8% ) .
Levando em contaque para y = R, V = Upay, temos

u 1
el (42.10)

Une 1+ 1,43\/F

que fornece a relacao entre a velocidade média e a velocidade méxima no escoamento
turbulento em tubos lisos ou rugosos. Essa relacdao é chamada de coeficiente do tuboe,
no caso do escoamento laminar, é igual a 0,5 como mostramos pela equacao (33.14).

Expressoes do fator de atrito em dutos lisos ou rugosos

No escoamento turbulento em dutos lisos a velocidade média pode ser expressa pela
equacao (42.5),i.e., usando o logaritmo de base 10:

u V.R
=1,75+5,75log . (42.11)
v, v
Eliminando v, em funcado de f com o auxilio da equacao (41.18) chegamos a
1
—— =-0,91+2,03log(Re \/}). (42.12)

i

Os dados experimentais de Nikuradse sdo, entretanto, melhor representados pela
expressao

L =-0,8+2,0log(Re \/}), (42.13)
VF
que fornece a relacdo entre o fator de atrito e o nimero de Reynolds no caso do
escoamento turbulento em duto reto liso.

No caso de tubos artificialmente rugosos, seguimos um procedimento andlogo para
eliminar v, entre as equagoes (42.6) e (41.8) e para obter

1 R
— =1,68+2,03log —. (42.14)
€a

Vv
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Esta é a expressdo do fator de atrito para o escoamento turbulento em tubos
completamente rugosos (Re, > 70); neste caso, f é independente do ntimero de
Reynolds.

Representacao grafica

A representacao gréafica dos valores de f, Re e R/¢, obtidos em tubos lisos e revestidos,
por Nikuradse, é mostrada na Figura 42.1. Desse grafico podemos tirar as seguintes
conclusoes:

(1) No escoamento laminar o fator de atrito é, portanto, a perda de carga h, =
f(L/D)(u*/2g) e ndo depende darugosidade da parede.

(2) No escoamento turbulento, para um dado valor de R/¢, existe uma faixa de va-
lores de Re na qual o tubo revestido comporta-se como hidraulicamente liso;
por exemplo, quando R/e, = 507 o escoamento no duto artificialmente rugoso
comporta-se como escoamento em duto liso, obedecendo a equacdo (42.13) até
Re aproximadamente igual a 6x10*.

(3) O ndmero de Reynolds de transicdo entre o escoamento laminar e o turbulento,
que éde aproximadamente 2.100 na Figura42.1, éindependente darugosidade da
parede. Esse nimero de Reynolds de transicao é chamado de niimero de Reynolds

critico.
12
10F 4
9f ]
2F
7F -
6 4
1. eq. (33.25)
St 2. eq. (42.13)
3. eq. (42.15)
4r 50 |4 eq. (40.19)
100f
3F 7
)
| -
| 1
2F | |
I I
I I
I I
I I
1 1 1 1 Il' 1 1 1 1 1 1 Y 1 1 1 1 1 1 1 N
46810° 2 4 6 810° 2 4 6 810° 2 4 6 8 10° 2
Re
Figura42.1

(4) Os valores de Re, podem ser lancados na Figura 42.1 através da equacao (41.19)
que relaciona o nimero de Reynolds rugoso com o fator de atrito, o ntimero de
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Reynolds Re e a rugosidade relativa €,/10. Vemos que para Re, > 70 o fator de
atrito independe do valor de Re sendo expresso pela equacao (42.15).

(5) Naregidolimitadapelas curvas de dutoliso e de Re, = 70, o fator de atrito depende
tanto do namero de Reynolds quanto da rugosidade do tubo.

Rugosidade equivalente de tubos comerciais

Arugosidade das paredes de tubos comerciais ndo pode ser especificada da mesmama-
neira que a rugosidade k, dos tubos artificialmente revestidos de graos de areia nas ex-
periéncias de Nikuradse. Nessas experiéncias, k, representa o tamanho de graos uni-
formes usados no revestimento fechado das paredes do tubo. Nas tubula¢des comerci-
ais as protuberancias tém varios tamanhos, sdo multiformes e encontram-se irregular-
mente distribuidas na superficie interna do duto. Entretanto, por comparacédo com o
efeito da rugosidade equivalente, a determinacao experimental do valor da rugosidade
equivalente de tubos comerciais pode seguir o seguinte procedimento:

(1) Determinamos valores da perda de carga i, e da velocidade média u em um tubo
de certo tipo comercial. A partir dos valores de &, e u calculamos o fator de atrito
pelaequacdo (33.23)

L v
hy=f—=—, (33.23)
D2g
(2) Representamos os valores de f em funcao do niimero de Reynolds, Re = Dvp/u
como naFigura 24.1.

(3) Na regidao do regime completamente rugoso (Re, > 70), tiramos o valor de f e
R = D/2 que substituimos na equagao (42.14), o que nos permite calcular o valor
da rugosidade equivalente ¢, que é considerada representativa da classe de tubo
comercial estudado.

Grafico do fator de atrito de dutos comerciais

AscurvasdaFiguraA.1representamofatordeatrito f emfun¢do donimero de Reynolds
Dup/pedoparametro R/¢e para tubos comerciais de diversos tipos. Os valores de € sao
os equivalentes a rugosidade artificial de Nikuradse. As retas da regido de tubulacdes
rugosas ou turbuléncia completa foram tracadas com a equagdo (42.15), e a curva de
tubos lisos com a equacdo (42.13), tal como na Figura 42.1. Para a regido de transicao
entre tubo liso e tubo rugoso as curvas foram tracadas com base na equagao empiricade
Colebrook:

B Olog(E 18,7 ) (42.15)
ﬁ y )

R ke VT

Esta expressdo € assint6tica as equacdes de tubo liso e rugoso, i.e., para € — 0 as cur-
vas daregido de transicao aproximam-se da curva de duto liso enquanto para os valores
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relativamente elevados de Re (em relagdo aos valores de €/ R), a equacao (42.15) tende
paraaequacdo (42.14) de tubulacdes rugosas.

Osvalores de € tabelados na Figura A.1 referem-se arugosidade equivalente de tubos
comerciais novos e limpos. Essa rugosidade tende a aumentar com o tempo de servigo.
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Capitulo 43

Problemas de escoamento em tubos retos

Os problemas praticos de escoamento em tubulacdes podem, em geral, ser
enquadrados em trés tipos principais:

Tipon® Incégnita Dados
1 h, D,Q,u,p, e
2 Q D, ho, 1,0, €
3 D Q o 1,0,
Tabela 43.1

Assolucdo de cada tipo é obtida através dos seguintes procedimentos:

 tipon° 1: Calculamos Re e R/¢, determinamos f na Figura A.1 e calculamos h,
através da equacao (33.23).

« tipon°2: Paracalcularavazao,dadosodidmetro e aperdade carga, pormeio daFi-
guraA.1, precisamos usar de um método de tentativas, pois a velocidade média u
figura tantono grupo f quanto nonimero de Reynolds. Podemos, entretanto, cal-
cular diretamente a velocidade e daf arazdo Q = uS, através do uso dos seguintes
grupos adimensionais

u
= — (43.1)

V2gDIDh,

Re\/?z (Dplu)\/2g(DIL)h,, (43.2)

tendo como parametro arugosidade relativae/ D. O produto Re /f é chamado de
nuimero de Karman, K.

SE

~
I

Q

Assim, para o escoamento laminar, a equacao (33.25) pode ser expressa por

1 Re\/f

L , (43.3)

\/f 64

que é aequacdo de uma curva em coordenadas semilogaritmicas.
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 tipon° 3: O uso da Figura A.1 exige tentativas no problema de calcular o didametro
deum tubo que deve transportar uma dada vazdo de um certo fluido, satisfazendo
auma perda de carga especificada. O método das tentativas pode ser conduzido
do seguinte modo: admitimos um valor de f (0,02 é um bom ponto de partida) e
calculamos o didmetro com a equacao (33.23), h, = f(L/D)(u*/2g). Com o valor
de D calculamosRee R/e e dai, naFiguraA.1, verificamos o valor de f. O diametro
estard determinado quando o valor de f suposto forigual ao calculado.

Na prdtica, é usual a determinacéo do didmetro do tubo com base nas chamadas
“velocidades econdmicas”, constantes da Tabela A.2. Essas velocidades levam em conta
o efeito contraditério do didmetro nos custos fixos ligados ao tamanho do tubo e nos
custos de operacao ligados a perda de carga. Enquanto os custos fixos aumentam com
o aumento do didmetro, i.e., com a diminui¢ao da velocidade, os custos de operacao
diminuem com aquele aumento, pois a perda de carga diminui, diminuindo conse-
quentemente o consumo de energia necessdrio para transportar uma certa vazao de
fluido.

Uma vez escolhida a velocidade econdmica, o didmetro interno é dado por:

D= ﬂ (43.4)
U

Tubos

As Tabelas A.3 e A.4 fornecem dados sobre tubos comerciais de acordo com as normas
norte-americanas. Os tubos sao usualmente construidos de aco forjado ou galvanizado
e os tubos de ligas metélicas, tais como o lateo, o bronze naval, o “cobre”, aco inoxid4vel
etc.

Asdimensdes dos tubos tornam-se conhecidas uma vez dados o seu didmetro nomi-
nal (diferente tanto do didmetro interno quanto do didmetro externo) e a espessura da
parede através do “Schedule number”, cujo valor numérico é dado por

P
“Scheduleno.” = IOOOE, (43.5)

onde P representa a pressao de trabalho e S a tensdo admissivel do material do tubo.
Os dutos comuns de aco com costura tém espessuras de parede correspondentes ao
numero de 40. Para pressdes mais elevadas usa-se o niimero 80 ou mesmo o 120.

A espessura dos tubos de ligas metélicas é representada pelo B.W.G. (Birmingham
Wire Gauge) e os seus didmetros nominais sdo iguais aos diametros internos. Com os
dados das tabelas A.3 e A.4 podemos calcular com facilidade as razées ou velocidades de
escoamento nos tubos de diferentes diAmetros comerciais.
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Processos expeditos para resolver problemas de escoamento turbulento em
dutos retos

A maioria dos problemas de escoamento turbulento no transporte de fluidos em tubos
retos situa-se na regidao do grafico do fator de atrito, (Fig. A.1), compreendido entre a
curvade tuboslisos e alinhainterrompida que limita a regido de dutos rugosos. Naquela
regido o fator de atrito depende tanto do ntimero de Reynolds quanto da rugosidade da
parede. Vdrias equacoes empiricasrelacionando de uma maneira aproximada o fator de
atrito com o ntimero de Reynolds tém sido propostas para resolver de maneira expedita
os problemas usuais de calcular a perda de carga, a vazao ou o diametro de tubos. Essas
varias equacdes podem ser consideradas como representativas de varias retas tragadas
na Figura A.1, mais ou menos no meio do intervalo entre a curva de duto liso e a linha
limite do regime rugoso. Uma dessas equacoes é a de Generaux;

f= %, (43.6)
que em coordenadas logaritmicas representa uma reta de coeficiente angular —0,16 e
ordenadanaorigem (Re = 1)0, 16.

Substituindo esse valor de f na equacdo geral (33.23) onde u = 4Q/nD?, resulta,

0,16 Ql,84 L
Do g (43.7)
Esta equagdo permite calcular diretamente, sem tentativas, tanto a perda de carga
quanto avazao volumétrica Q ou o didametro interno do tubo D. Entretanto, esses calcu-
los ainda s@o considerados como algo trabalhoso porque envolvem expoentes fraciona-
rios. Porém, expressoes como a equacao (43.7) podem ser usadas para a construcao de
dbacos ou tabelas que permitem a leitura direta da perda de carga, vazao ou diametro.
Essas expressdes incluem em geral um coeficiente empirico que leva em conta a rugo-
sidade da parede e, nesse caso, os dbacos e tabelas referem-se somente a um certo tipo
de conduto forcado. Livros de hidraulica, tais como os das referéncias (Trindade Ne-
ves, 1960; Garcez, 1960; Benrril, 1960 e Azevedo Neto, 1957), contém intimeros dbacos e
tabelas desse tipo, baseados em férmulas empiricas tradicionais de Bazin, Chézy, Weis-
sbach, Dupuit, Darcy, Vallot, Manning, Flamant, Nazen-Williams, Prony, Lévy, Strickler,
Gauckler, Kutter, Fair-Whipple-Hsiao, Scobey; etc.

A equacgdo (43.7) é conveniente também para a determinacdo do efeito de altera-
¢Oes nas variaveis y, p, Q, D e Lna perda de carga por atrito. Assim, para duas condi¢des
diferentes 1 e?2,

h, :0,126(%)

@ _ (&)0,16(&)O,lﬁ(g)4,84(&)4,84E (438)

ha» Ko 01 Q. D, L,

Esta expressdo do escoamento turbulento pode ser comparada com expressdo equi-

valente do escoamento laminar baseado na equagdo (33.17) de Poiseuille, i.e., para o
escoamento laminar,

4
@ = &&&(&) L (43.9)

ha» - 2 p1 Q' Dy L,
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Vemos que, enquanto no escoamento turbulento em conduto reto a perda de carga
por atrito varia aproximadamente com o quadrado da vazao, a quinta poténcia do dia-
metro evariarelativamente pouco comaviscosidade, no escoamento laminaravariacao
é com a primeira poténcia darazdo, quarta do didmetro e primeira da viscosidade.
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Capitulo 44

Escoamento em condutos forcados, retos, de se¢ao nao circular

Consideremos um conduto horizontal de se¢do ndo circular representadana Figura 44.1
pela secdo triangular de drea S e perimetro ¥. Qualquer que seja o regime de esco-
amento, laminar ou turbulento, existe sempre um equilibrio entre as forcas externas
(P, — P,)S que atuam no fluido e a for¢a de cisalhamento na parede 7, L. Portanto, tal
como mostra a equacao (33.19), para o caso do conduto de secao nao circular qualquer

(P, —=P,)S=T1yL. (44.1)

Figura 44.1

Isolando o valor da tensao na parede, temos,

Pl - P2 S
Tog=——. (44.2)
L vy
Para o conduto de secao circular temos, de acordo com a equacao (33.20),
PP (33.20)
To=——R, .
°ToaL
portanto, por analogia com o conduto de secao circular, definimos um raio hidrdulico
de conduto de secdo nao circular pelarelacao

R,=—, (44.3)
1/

i.e., o raio hidraulico representa a razao entre a se¢ao transversal ao escoamento e o
perimetro “molhado” pelo fluido. Em condutos circulares, o raio hidraulico é dado por

S 7R R D
R,=>= == (44.4)
v 27R 2 4
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Definimos também, por conveniéncia, um didmetro equivalente do conduto de
se¢do ndo circular, D, pela expressao

D, = 4R, = 4(S/y). (44.5)

Os condutos de secdo retangular, triangular, trapezoidal, eliptica, oval ou, de qual-
quer forma irregular, nao guardam semelhanca geométrica com os condutos de secdo
circular. Entretanto, se o escoamento € turbulento e a se¢do nao se afasta muito nas
suas proporcdes da secdo circular e ndo contém cantos muito agudos, podemos usar os
métodos empregados para resolver os problemas de condutos nao circulares.

Substituindo nos grupos adimensionais f, e rugosidade relativa da Figura A.1, por
exemplo, o didmetro D pelo diametro equivalente D,, definido pela equagao (44.5)
temos,

h,
f=— (44.6)
(L/D,g)(u?/28)
Re=D,up/p, (44.7)
Rle=2R,/e=D,4/2e¢. (44.8)

No caso de escoamento laminar, ou se a se¢cdo do conduto se afasta muito em as-
pecto da secdo circular, no caso de escoamento turbulento, a simples substituicdo do
diametro equivalente nas férmulas usadas para o célculo do escoamento em condutos
circulares nao fornece resultados suficientemente corretos, porque a condi¢ao de se-
melhanca geométrica é violada. Para o escoamento laminar, aplicamos as equagdes de
Navier-Stokes no escoamento entre planos paralelos, equacao (32.13), e através de se-
¢do anular, equacgao (33.25), como dois exemplos de escoamento através de secoes nao
circulares. Em ambos os exemplos o escoamento pode ser considerado plano; entre-
tanto, a andlise tornar-se-ia muito mais dificil se o escoamento tivesse que ser estudado
tridimensionalmente na se¢do nao circular.

Curvas de distribuicao da velocidade

As curvas de velocidade constante medidas por Nikuradse em condutos de secao tri-
angular e retangular estdo representadas na Figura 44.2. Observa-se que nos cantos as
velocidades sao sempre relativamente mais elevadas. Este fato pode ser justificado pela
existéncia de correntes secunddrias nos escoamentos em condutos retos da secao nao
circular. A Figura 44.3 mostra esses escoamentos secundarios que correm em dire¢do
aos cantos, ao longo da bissetriz do angulo voltando, para o centro do conduto ao longo
de ambos os lados. Estas correntes secunddrias se sobrepdem ao escoamento principal
e transportam quantidade de movimento.
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Figura 44.3

Escoamento em condutos curvos

O escoamento em condutos circulares de eixo longitudinal reto, abstraindo-se as peque-
nas flutuacdes do escoamento turbulento, pode ser considerado como perfeitamente
simétrico. Por outro lado, o escoamento em condutos retos de se¢cdo ndo circular, ou em
condutos curvos mesmo de secdo circular é assimétrico, sobrepondo-se ao escoamento
axial principal correntes secundérias que podem se distribuir ndo uniformemente ao
longo da secao. Nesses casos o movimento axial resultante € do tipo helicoidal.

Nos dutos curvos ocorre 0 escoamento secunddrio porque as particulas fluidas nas
proximidades do eixo, que tém velocidades mais elevadas, estdo sujeitas a pressoes cen-
trifugas mais elevadas do que as particulas mais lentas, que escoam nas proximidades
da parede. Resultam correntes secunddrias dirigidas para fora do centro de curvatura e
no eixo de curvatura para dentro nas proximidades da parede (Fig. 44.4a).

AFigura44.4bmostraadistribuicdo seccional da velocidade; vemos que as curvas de
maiores velocidades se aproximam do contorno mais afastado do centro de curvatura. A
Figura 44.4c mostra a distribuicdo longitudinal das pressdes com as zonas de separacdo
da camada-limite onde o gradiente de pressao é adverso, i.e., onde a pressdo aumenta a
direcdo do escoamento.

A curvatura do conduto afeta o ntimero de Reynolds critico de transicao do regime
laminar para o turbulento, aumentando esse valor.
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Figura 44.4

Perda de carga em acidentes

E muito raro que um fluido possa ser transportado de um ponto para outro através de
uma tubulacdo completamente constituida de tubo reto. O escoamento é quase sempre
perturbado por vélvulas, curvas, buchas e luvas de reducdo ou alargamento, cotovelos,
tés e cruzetas. Esses acidentes introduzem perdas de energia que em geral resultam de
alteragoes no vetor velocidade e alteragdes no médulo, na dire¢do ou em ambos. Ocor-
rem entao separagoes do escoamento que sdo responsaveis por perdas adicionais de
energia, além das normalmente produzidas pelo escoamento turbulento em duto reto.
Essas perdas adicionais dependem muito da forma do acidente — acidentes perfilados
introduzindo perdas menores do que os acidentes abruptos, curvas de raio longo pro-
duzindo perdas menores do que as curvas fechadas — dai o nome de atrito de formaatri-
buido a essa modalidade de perdas, em contraste com o atrito de superficie produzido
em tubo reto.

Enquanto a perda de carga por atrito de superficie é calculada por h, =
f(L/D)(u*/2g) com o valor de f da Figura A.1, a perda de atrito de forma nos aciden-
tes das tubulacdes industriais é usualmente estimada por métodos baseados em dados
experimentais. Como excecdo, temos a determinacdo da perda em acidentes do tipo
de alargamento ou diminui¢ao da secdo que podem ser calculados pela aplicacdo das
equacoes da conservacdo da massa, quantidade de movimento e energia. A equacgdo
(23.11) por exemplo:

(23.11)
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pode serusada para determinar a perda de carga na expansao bruscailustrada na Figura

44.5.

u?/2g n

T

T,

_—2
T u,/2g

P,/pg

5. 1

Figura 44.5

Um dos métodos de estimar a perda em acidentes é baseado na expressdo:

u2

2g’
onde K é o coeficiente de resisténciaou coeficiente de perda, que é considerado constante
para cada tipo de acidente. Segue-se que por esse método admitimos que a perda no
acidente é diretamente proporcional a carga de velocidade com K representando entdo
onumero dessas cargas. A Tabela A.5 fornece valores médios de K para diversos tipos de
vélvulas e conexdes comerciais.

No caso da expansdo brusca, comparando as equacoes (23.11) e (44.9), temos que

h.,.=K (44.9)

Prae = (1 - %)2 (44.10)
2

Quando o tubo descarrega para um reservatério, S, é grande e a perda é dada por
uma carga de velocidade.

Método do comprimento equivalente

Este método considera a perda de carga no acidente de um certo didmetro como igual a
produzida por um dado comprimento de duto reto de mesmo didmetro. Portanto,

L' v
Bae = f——. (44.11)
D2g
Define-se o comprimento equivalente por
L e

w«= " m, (44.12)
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i.e., 0 comprimento equivalente representa adimensionalmente um certo niimero de
didmetros do tubo igual ao comprimento de tubo reto que acarreta a mesma perda de
carga que o acidente. A Tabela A.6 fornece valores de L., para alguns tipos de acidentes
comerciais.

Considerando em conjunto o acidente mais o duto reto onde ele estd instalado,
temos as seguintes expressoes da perda total

2 L L/

ho+he = fi i (44.13)
2g D
u* (L

ot hee = fg(B+Leg). (44.14)

Comparando as equacoes (44.9) e (44.12) vemos que o comprimento equivalente
relaciona-se com o coeficiente de resisténcia por

K= fLy,. (44.15)

A disposigao de que tanto K quanto L,, sdo constantes para cada tipo de acidente
deve forcosamente incluir a suposicdo de que o fator de atrito f é constante, i.e., in-
depende do ntimero de Reynolds. Sabemos que no regime de escoamento turbulento
completamente rugoso o valor de f de fato independe do valor de Re. Além disso, para
que K e L,, sejam representativos de cada tipo de acidente, é necessdrio que os diferen-
tes tamanhos de cada tipo sejam néo sé geometricamente semelhantes como também
tenham rugosidades semelhantes. Na prética, as normas de fabricagdo das valvulas e
conexdes nao incluem uma estrita condi¢do de semelhanc¢a geométrica ou de rugosi-
dade entre os diversos tamanhos de um dado tipo de acidente. Por todos esses motivos,
os valores das Tabelas A.5 e A.6 devem ser considerados como médios representativos.

Os valores de L., da Tabela A.6 devem ser corrigidos para os casos de escoamento
laminar com Re < 1.000 por intermédio da seguinte expressao:

L Re[ I
¢ 1.000
onde o indice [ refere-se ao escoamento laminar.

) (44.16)
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Capitulo 45

Medida hidrodindmica da vazao

Osmétodos hidrodindmicos de medida de vazao em condutos forcados e canais abertos
sdo baseados na equacao da continuidade de massa e na equacgao de Bernoulli.

Tubo de Pitot

O chamado tubo de Pitot é na realidade uma combinacao de um tubo piezométrico
com um tubo de Pitot propriamente dito. Essa associacdo dos dois tubos é conhecida
também com o nome de tubo de Prandtl (Fig. 16.6).

Segundo a equacdo (16.10) a velocidade local medida pelo tubo de Pitot é dada por

(45.1)

onde P, é a pressao total indicada pelo tubo de Pitot colocado com a boca normal a
direcdo do escoamento e P é a pressao estatica medida pelo tubo piezométrico, cujas
aberturas sao paralelas ao escoamento. Esta expressdo é uma aplicacao da equacgdo de
Bernoulli e inclui portanto a suposicdo de escoamento ideal. Paralevar em conta as per-
dasdeenergiainerentes ao escoamento real, corrige-se aequacao (45.1) por meio deum
coeficiente de afericdo C,, i.e.,

P,—P
P
As perdas no escoamento ao longo do tubo de Pitot sdo em geral muito pequenas, de
modo que C, tem um valor préximo de 1,0.
Determinado o perfil da velocidade com o auxilio do tubo de Pitot, pode-se calcular
avelocidade pelaequacao Q =27 fOR vrdr.

v=Cp /2 (45.2)

Orificio

A vazao em tubulacdes é comumente determinada pela instalacdo de um orificio con-
forme esquematizada na Figura 45.1. A placa de orificio é colocada entre flanges pré-
prias de modo que o orificio fique concéntrico com o tubo. Os orificios padronizados
por fabricantes especializados devem ser instalados segundo normas rigidas para que
os coeficientes de afericdo do instrumento possam ser diretamente utilizados. As prin-
cipais posi¢oes das tomadas manomeétricas na instalacdo de orificios padronizados sdo
as seguintes (D.I. denota didmetro interno e D.N. o didmetro nominal):
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Tipo de tomadas Distancia entre a tomada e a placa

Montante Jusante
Tomadas de duto 21/2 D.N. 8 D.N.
Tomadas de “vena’ 1D.1. 0,3e0,8D.l.

Perda Perda
temporaria [permanente

Linha piezométrica

“Vena
contracta

2

Figura45.1

Na Figura 45.1 esquematizamos o tipo de tomadas na “vena contracta”’; a posicao
da vena a jusante da placa depende evidentemente do valor do nimero de Reynolds
do escoamento. Além desses dois tipos de tomadas é empregada também a tomada no
flange que prende a placa do orificio.

Aplicando a equacao de Bernoulli entre as tomadas manomeétricas, temos,

P w P, U
Sl (45.3)
p 2 p 2

De acordo com a equacdo da continuidade u, = u,(D,/D,)?, ou, considerando o

diametro da vena contractaigual ao diametro D, do orificio,
U, = U, (DI/D())Z. (45.4)

Substituindo esse valor de u, na equagao (45.3) e tirando o valor de u, temos,

u, =G, , (45.5)

onde introduzimos o coeficiente do orificio, C,, que leva em conta as corregoes referen-
tes ao quociente radial da velocidade e as perdas de carga por atrito de superficie e de
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forma, existentes entre as secoes 1 e 2, e também inclui a relacdo D,/ D, chamada de
coeficiente de contragdo.

A partir da equacdo (45.5) podemos chegar as seguintes equacdes da vazdo
volumétrica e de massa

2(P1_P2)

Q=CS | —5
pl(3) —1]

) (45.6)

2p(P, — P,)

M=pQ=0C,S
TN e

(45.7)

Multiplicando o numerador e o denominador desta tltima expressao por (D,/D,)*
chegamosa

2p(P, - P,)
Dy 4
(1-3)
Esta equacdo é util para o cédlculo do didgmetro do orificio correspondente a dada vazao

madssica M e a queda de pressdo P, — P,. O denominador pode ser tomado igual a 1,0
como primeira aproximacao, i.e.,

M=C,S, (45.8)

M =CySo\/2p(P; = Py), (45.9)

ovalor de C, para orificio de arestas vivas pode ser obtido a partir de graficos em funcdo
do nimero de Reynolds do orificio Re, = Dyu,/v e da relagdao D,/ D, entre o didmetro
do orificio e o didmetro interno do tubo. Para Re, = 30,000 podemos tomar C, = 0,61;
podemos partir desse valor de C, como primeira aproximacao no cédlculo do didametro
do orificio.

Conforme ilustrado na Figura 45.1 uma parte da queda de pressdo entre as tomadas
manométricas é recuperada a jusante da “vena contracta”. A perda permanente para
uma certa instalacao de um orificio de arestas vivas pode ser estimada com o auxilio da
FiguraA.27, onde a perda permanente é a perda correspondente a leitura manométrica.

Aequacao (45.6) pode ser combinada com a equacao (4.13) querelacionaaquedade
pressdo com aleitura manométrica L,

P, =P, =Lym—7s), (4.13)

paraeliminarmos P, — P, e obtermos a seguinte expressao simples

Q=CVL, (45.10)
onde o coeficiente C é obtido por afericao direta.
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Venturi e Bocal

O contador Venturi e o Bocal (Fig. 45.2) sdo dois diferentes tipos de medidores de vazdo
que acarretam perdas permanentes menores que as do orificio. Ambos os medidores
introduzem, tal como o orificio, uma restricao no escoamento e a aplicacao das equa-

¢oes dacontinuidade e de Bernoulli conduzem ao seguinte resultado andlogo a equacao
(45.8)

(45.11)

0 \?_
0 J ) o __‘l_/
D, g 20 gIDZ 5 D, _D,
0 2 i T
il
Venturi Bocal

Figura 45.2

No caso de Venturi, quando Re, > 10.000 e os dngulos tém os valores da Figura 45.2,
o coeficiente C = C, = 0,98. Para os bocais C = C; varia de aproximadamente 0,7 a 0,88
emfuncaodeRe = D,u, e D,/ D,.

Rotimetro

Nos medidores até agora considerados a vazao é determinada através da medida da
queda de pressdo. No rotadmetro (Fig. 45.3) entretanto, a queda de pressdo é pratica-
mente constante e o que varia com a vazao é a posi¢ao do flutuador dentro do tubo c6-
nico e, com essa posicao, a drea da secao anular de escoamento. O rotdmetro é entao
chamado de medidor de drea variavel.

No flutuador estaciondrio hé equilibrio entre o peso menor e o empuxo, que atua
parabaixo, e a forca de arrasto, que atua para cima, i.e.,

Vi(p;— p)g = S:AP,, 45.12)

onde V; é o volume do flutuador indicador da vazao, p; a massa especifica do flutuador,
p a massa especifica do fluido, S; a drea da maior secdo do flutuador e AP, a perda de
pressdo por atrito com a superficie do flutuador. Tirando o valor de AP, na equacao
(45.12) temos,

Vi
AP, = g(pi -p)8. (45.13)

264 | MECANICA DOS FLUIDOS



L ——- P-AP,
‘@ ___P

¥

Figura 45.3

Desprezando a perda de carga por atrito com a superficie do tubo e a diferenca de cotas
correspondentes a altura do flutuador, podemos igualar a queda de pressao do fluido a
perda expressa pela equacao (45.13), i.e.,

V.
AP=AP,= S—l(pi -p)q. (45.14)

Esta expressdao mostra que de fato a queda de pressdo é praticamente constante no
escoamento em torno do flutuador do rotametro.

Considerando a sec¢ao anular entre o flutuador e o tubo como um tipo de orificio,
podemos aplicar ao rotametro a equacao (45.9) onde AP = P, — P, é dado pela equacao
(45.14). Portanto,

M = CiSo/20q(V;1S)(p; — p). (45.15)

Avazdo volumétrica é dada por,

Q= CpSo\/2g(V;1S)(p; — p)/ p. (45.16)

Essas expressdes mostram que hé direta proporcionalidade entre a vazio e a drea anular
Sy, mas ndo sao usadas no cdlculo da vazao, que é obtida por leitura direta do instru-
mento aferido em func¢ao da posicdo do indicador. Os valores de Cy, para trés diferentes
tipos de flutuador podem ser obtidos a partir de graficos parametrizados em funcéo de
Re, calculado com o didmetro equivalente D, — D;, diferenca entre o didmetro interno do
tubo e o didmetro da maior se¢ao do flutuador. Valores tipicos sdao mostrados na Tabela
45.1.

O terceiro tipo de flutuador induz a turbuléncia completa tornando C indepen-
dente de Re, desde um ntimero de Reynolds igual a 30; deste modo diminuimos o efeito
daviscosidade do fluido na afericao do instrumento.
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Tipo do flutuador ~ Valor de Cy

1 v Re, 3000, Cp =0,98

2 e Re, 300, Cy = 0,77

3 A Re, 30, Cx = 0,61
Tabela 45.1

A equacdo (45.15) mostra que quando Cy é constante a vazdo varia com a massa
especifica do fluido segundo a relacao

M =Cp"*(p; — p)""~. (45.17)

Para que avariacdo de M com p seja minima temos que dM/dp =0, i.e.,

pi=2p. (45.18)
Portanto, para diminuir o efeito da variacao da massa especifica do fluido na vazio,
devemos construir um flutuador cuja massa especifica seja igual ao dobro da massa
especifica média do fluido. Essa construcao é facilitada porque o flutuador pode ser
oco.

Vertedores

Osvertedores sdo dispositivos usados paramediravazao em canais abertos porintermé-
dio da determinacao da altura do liquido acumulado a montante de obstrucdes coloca-
dasno canal. A Figura 45.4 mostra as principais caracteristicas de um tipo de vertedor de
soleira delgada. O escoamento no vertedor pode ser analisado com o auxilio do modelo
ilustrado na Figura 45.5, que inclui as seguintes suposicoes:

(a) Escoamento ideal, sem perdas;

(b) Escoamento plano,i.e., b > 1;

(c) Linhasde corrente horizontais nas secoes 1 e 2;

(d) Pressdo atmosférica embaixo dalamina vertente;

(e) Rebaixamento de nivel em cima do vertedor desprezivel;

(f) Velocidade desprezivel a montante (secao 1).
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Aplicando o teoremade Bernoullialinha de corrente assinaladana Figura 45.5 temos

p p 2
T;+h1:T;+h2+:—;, (45.19)
p p

ondeP,/pg=(P,/pg)+L+H—-h,, P,/pg=P,/pgeh, =L+ H- y;portanto
UV, =U=+/28)y. (45.20)

Esta expressao mostra que aslinhas de corrente mais profundas atingem maiores veloci-
dades porque estdo submetidas a maiores pressoes. A vazao volumétrica tedrica através
dasecdo infinitesimal bd y onde avelocidade é v, é dada por,

dQ=v(bdy). (45.21)

Substituindo v por seu valor na equacao (45.20) e integrando entre y =0 e y = H temos

Q= g\/ngH“. (45.22)

A contragdo da veia em cima do vertedor e as perdas reduzem a vazao tedrica em
cerca de 40%. A vazao real pode ser calculada multiplicando-se a vazao tedrica por um
coeficiente de carga C, i.e.,

2
Q= cg V2gbHY. (45.23)
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Em um dado vertedor aferido a vazao é determinada medindo-se a altura H. Existem
intimeras expressoes empiricas da forma geral Q = C' H** usadas para calcular a vazio
em vertedores padronizados (Francis, Bazin, Poucelet, Rehbock, etc.).

Para medidas de menores vazdes em canais abertos é usual o emprego do vertedor
em V (Fig. 45.6). Partindo das mesmas posicoes usadas no caso de vertedor de soleira
delgada e aplicando a equacao de Bernoulli chegamos a equacao (45.20) querelacionaa
velocidade v com a altura y. A vazdo volumétrica é dada por

H
Q= f vxdy. (45.24)
0
Por tridngulos semelhantes temos
X b
=—, (45.25)
H-y H

onde b/ H pode ser expresso em funcdo de «

b/H =2tan(a/2) = x/(H-Y), (45.26)

portanto, substituindo x dado pela equacao (45.26) na equacao (45.24) e efetuando a
integracao chegamos a seguinte expressao da vazao tedrica:

Q= % /2gtan (%)HS’Z. (45.27)

Avazdoreal é aproximadamente 60% da tedrica.

Figura 45.6

AFigura45.7 mostra esquematicamente o escoamento sobre um vertedor de soleira
espessa. Admitindo escoamento ideal, plano com a velocidade desprezivel a montante
e paralela e uniforme da se¢do 2, temos, aplicando a equacao de Bernoulli

2
H=y+—. (45.28)
y 28
Segue-se que avelocidade constante ao longo de y nasecdo 2 é dada por

v=1+/28(H-1Y), (45.29)
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eavazdo volumétrica tedérica por

Q=by\/2g(H-y). (45.30)

Paraum dado valor de H a vazdo maxima pode ser calculada do seguinte modo

1

dQ/dy=0= (H—y)”z—iy(H—y)‘”z, (45.31)
2

y=3H (45.32)

Substituindo esse valor de y na equacao (45.30), temos

Qmax (45.33)

=—./2g.
53V
A velocidade correspondente a essa descarga maxima é chamada de velocidade

critica
Veritica = \/ (213)gh = /Y, (45.34)

e é igual a velocidade de propagacdo de uma onda de superficie. Dentro de uma faixa
relativamente grande de valores de v a vazdo do vertedor de soleira exposta ajusta-se
automaticamente ao valor v,,,,, dado pelaequacao (45.33), que representauma condicao
de equilibrio estéavel.

SN

<
I
o

~

Figura 45.7
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Capitulo 46

Camada-limite

Em muitos problemas do escoamento de fluidos podemos dividir o campo do escoa-
mento em duas regides distintas. Em uma delas, vizinha as paredes sé6lidas, atuam as
forcas viscosas — é a camada-limite. Na outra, mais afastada da parede, ndo atuam as
forcas viscosas e o escoamento pode ser considerado ideal.

A Figura 46.1 mostra esquematicamente a camada-limite na parte superior de uma
placa plana banhada por uma corrente fluida com dngulo de ataque nulo e velocidade
de ataque constante v,. O simbolo v, representa a velocidade de escoamento ideal
suficientemente afastado da placa. Admitindo que no escoamento ideal em cima da
camada-limite as linhas de corrente sao paralelas a placa, i.e., desprezando o compo-
nente y de v, teremos v,, = v,. Percorrida uma dada distancia x,, chamada de com-
ponente critico, a camada-limite, que nas proximidades do bordo de ataque é sempre
laminar, passa a incluir uma zona turbulenta. Para menores valores de v,, entretanto,
a camada-limite pode ser laminar por toda extensao da placa. Na camada-limite tur-
bulenta persiste junto a parede uma subcamada laminar; a transicdo dessa subcamada
para a zona turbulenta se faz através de uma zona tampao. Verifica-se experimental-
mente que o valor do nimero de Reynolds Re, = x.v,,/v é constante, porém depende
do formato do bordo de ataque, da rugosidade da parede e das condicées de turbulén-
cia que prevalecem a montante da placa. Portanto, x, < v_'v, i.e., o comprimento cri-
tico é inversamente proporcional a velocidade de ataque e diretamente proporcional a
viscosidade do fluido.

Escoamento viscoso

Escoamento -~ (camada-limite) —|¢
ideal @ Zona
(4 I‘ b= 7 turbulenta

v

|| =~ L\ A‘i
) = =~ — F =

[—l . ———~F— : | === =z = = IZona tampao

| l Z I | i Z Subcamada
I
|

7 Laminar

Figura 46.1
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AFigura46.2 mostraaformacao e o crescimento da camada-limite naentrada deum
tubo. Vemos que depois de um comprimento de entrada L, as forcas viscosas passam a
atuar de modo significativo por toda a secdao do tubo; depois de L, o perfil da velocidade
ndo mais se altera na direcao x.

I
SR . —
| — | — y
— —> | |
lv,=u=v, >
w | - I . X
l I ] v, =Umax
N | R — I —
I I I |—>J
R 1 | 1
|
I

__\_
t~

Figura 46.2

No eixo do tubo a velocidade v, variade v, = u = Q/S quando x = 0 até V., = Vpay
quando x = L,; para x > L, a velocidade no eixo permanece constante e igual a veloci-
dade méxima e o perfil completamente desenvolvido € estabelecido. Podemos aplicar a
equacdo de Bernoulli (11.19) ao miolo do deslocamento limitado pela camada-limite na
regido de entrada (x < L,), i.e.,

P+(pv*/2) =C", (46.1)

onde P representa a pressao devida ao movimento.

Portanto, apesar do escoamento ideal, a pressao P cai ao longo do comprimento
de entrada porque a velocidade aumenta com a diminuicdo da se¢do. Essas mesmas
consideragdes sobre o comprimento de entrada em tubos aplicam-se ao escoamento
entre placas paralelas.

No caso do escoamento laminar em tubos, o comprimento de entrada pode ser
estimado pela equacao empirica, (33.18)

L,/D=0,05Re, (33.18)

i.e., no limite prético do escoamento laminar quando R, = 2.000, L, = 1.000. Para um
tubo de 20mm de didmetro interno, por exemplo, o perfil parabélico do escoamento
laminar s6 se estabelece auma distancia de 2 metros da entrada. Aquém dessa distancia
ndo évalida a equacao de Poiseuille, (33.17), para o calculo da perda de pressao.

Ao longo do comprimento de entrada a perda de pressao, igual a queda no caso de
tubo reto horizontal, ¢ maior do que a calculada pela equacgao de Poiseuille porque uma
parte da queda é usada para acelerar o miolo do fluido segundo a equagao (46.1).

Segundo os dados experimentais de Nikuradse, no caso do escoamento turbulento,
o perfil se estabelece a uma distancia da entrada que varia de 20 a 40 didametros. Nesse
caso, o comprimento de entrada depende menos do ntimero de Reynolds do que no
escoamento laminar.
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Balanco de quantidade de movimento na camada-limite

Na Figura 46.3 isolamos um volume de controle a-b-c-d, de largura unitdria, incluindo a
camada-limite que se forma em uma parede plana. Considerando que o crescimento da
camada-limite é vagaroso e que a largura da placa é suficientemente extensa, podemos
admitir que o escoamento € plano e que o componente v, da velocidade v € muito pe-
queno, de modo que a velocidade € essencialmente paralela a parede, i.e., v, = v = |J|.
Fora da camada-limite a velocidade ideal v,, é entdo igual a velocidade ideal de ataque
v, (Fig. 46.1).

b c
U:x‘,
Ayu
Yy
U)C
v I
1
-1-
- Ty_ - U
y [— T,
l al ¢ d
| |
| Sx |
[} [}
Figura 46.3

Consideremos inicialmente as vazdes que entram e saem do volume de controle no
caso de escoamento permanente, incompressivel:

¢
Vazdo que entrapora-b = p f vdy, (46.2)
0

‘ d
Vazao quesaiporc-d = p[ vdy+p—(fvdy)dx. (46.3)
0 dx\J,

Levando em conta que nao hd escoamento através de a-d, a variacao de vazao entre as

secoes a-be c-d é devida a vazao que entra em b-c, i.e.,

d 4
Vazdo que entra porb-c = p—(f vdy)dx. (46.4)
dx 0

Considerando agora o balanco das quantidades de movimento associadas com as
vazdes que entram e saem do volume de controle, temos as seguintes taxas:
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d l
Entradaporb-c = pra(fo vdy)dx, (46.5)
l
Entradapora-b = p f v'dy, (46.6)
0

l d 4
Saidaporc-d = p/ vzdy+p—(f vzdy)dx. (46.7)
0 dx\Jo

Segue-se que, na direcdo x do escoamento, a taxa de aumento da quantidade de
movimento do volume de controle é expressa por

Saida por c-d — (Entrada por b-c + Entrada por a-b)

d([* .,
= —pvma(fo vdy)dx+p%(fo v dy)dx (46.8)
dr[’ dv,, ¢
= —pa[fo v(v—vm)dy]dx+pﬁdxfo vdy.

De acordo com a segunda lei de Newton, a taxa de variacdo da quantidade de movi-
mento éigual a soma das forcas externas que atuam na superficie do volume de controle
na dire¢do do movimento. Considerando positivas as for¢cas que atuam na direcdo x
temos:

Forcadeatritoa-d = dF, = —1,dx, (46.9)
¢
Forcade pressdaoema-b = f Pdy, (46.10)
0
l d 4
Forcade pressdoemc-d = —[[ de—i——(f de)dx]. (46.11)
0 dx\Jy

No plano b-cem cima da camada-limite o escoamento é ideal e ndo atuam forgas de ci-
salhamento, portanto, equilibrando as forcas externas a taxa de variacao de quantidade
de movimento resulta em

d/[(v v)vd Ve [vd =1 +fldpd (46.12)
pdxo ~ ypdxo y="To ()dxy' ’

Dentro de camadas-limites de pequena espessura podemos desprezar a variacao de
pressdo ao longo de y. Desse modo, admitimos que atua na camada-limite a pressao
externa, cuja variacdo na dire¢do x do escoamento pode ser calculada pela expressao

dpP dv,,

— = =PV , 46.13
dx pY dx ( )
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que resulta da equagdo de Bernoulli (eq. 46.1). Usamos derivadas totais porque P e v,,
s6 variam com x. Substituindo o gradiente longitudinal da pressao dado pela equagdo
(46.13) no ultimo termo do segundo membro da equacdo (46.12) resulta

pd f(v —v)vdy+p f(v -v)dy =T1,. (46.14)

Trocamos os limites de integragdo porque na faixa § < y < ¢ o valor de v, — v é nulo.
A equacdo (46.14) pode ser usada tanto para o escoamento laminar quanto para o
escoamento turbulento quasi-permanente em que v representa a velocidade média
temporal.

Se o escoamento € laminar a tensdo 7, é dada pela equacdo (1.6), que pode ser
expressa por

46.1
dx (6,19

Um caso de escoamento turbulento, 7, representa a tensao total expressa pela
equacao (39.22),i.e.,

d d d
7= -4 =u(d—;)y =v iipy")]y .

dv
To= (u+£)(— (46.16)

dy ) y=0

Para que a equacdo (41.14) possa fornecer resultados praticos, tais como os valores
daespessurada camada-limite ou da tensao na parede e, a partir dessa tensao, o fator de
atrito e a perda de carga, é necessario conhecer a expressao analitica do perfil v — y de
velocidade dentro da camada-limite. A equacao (46.14) é conhecida como equacao da
quantidade de movimento da camada-limite ou equacdointegral de von Kdrman. Euma
equacdo aproximada, pois inclui as limitacdes de camada-limite de pequena espessura
e crescimento lento.
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Capitulo 47

Aplica¢ao da equacgao de Navier-Stokes a camada-limite

Podemos configurar o escoamento na camada-limite com o auxilio da equacdo de
Navier-Stokes simplificada pela omissao de termos de menor efeito. Consideremos um
escoamento permanente, incompressivel, newtoniano e bidimensional ao longo da su-
perficie de um corpo perfilado (Fig. 47.1) em torno do qual forma-se uma camada-
limite, cuja espessura é muito pequena comparada com o raio de curvatura de super-
ficie em qualquer ponto. Para todos os efeitos, a superficie desse corpo comporta-se
como um plano muito extenso na direcao z. Nesse caso as equacdes de Navier-Stokes
em coordenadas cartesianas, (31.1) a (31.3) reduzem-se a

0vy  O0vx  _ _la_PH(aZ”xJ,az”") 47.1)
ox * oy ' pox ax: oy '
ov ov 10P 0*v, o°v

Dy vy, = 22 V(_y + _y) (47.2)
0x ay p dy ox* 0y

onde P representa a pressao de movimento, i.e., a pressao total menos a pressao hidros-
tatica gh, pois podemos omitir a atuagdo da forga gravitacional de volume. Além desses
dois componentes da equacdo de Navier-Stokes, aplica-se a esse escoamento plano a
equacdo da continuidade

ov, O0v,
+_
0x Oy

=0. (47.3)

Essas equagdes do escoamento devem satisfazer a condi¢do de contorno: y =0, v, =
Oev,=0.

Comparando a ordem de grandeza dos valores dos diversos termos das equagdes
(47.1) a (47.3), Prandtl p6de simplifica-las partindo da observacao experimental de que
a espessura 6 da camada-limite a uma distancia x do bordo de ataque de um corpo é
pequena comparada com x quando o nimero de Reynolds xv,,/v é grande. Evidente-
mente, essa observagdo nao se aplica nas proximidades do “bordo de ataque”, como o
ponto A do corpo representado pela Figura 47.1, mas pode ser ainda aplicavel nas pro-
ximidades da ponta de ataque da placa plana com angulo de ataque nulo (Fig. 46.1).
De qualquer modo, as equacdes simplificadas seguintes sdo tanto mais corretas quanto
menor for a razdo entre a espessura da camada-limite e qualquer dimensao linear do
corpo.
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Figura47.1

Para a estimativa da ordem de grandeza dos termos das equacdes do movimento,
tomemos x como padrdo de comparacao dos valores das distancias e v,, como padrao
de comparagao dos valores das velocidades. Na camada-limite, o valor de v, varia de
zero quando y = 0 até v quando y = §, portanto, as ordens de grandeza representadas
por O dos valores de v, e de suas derivadas s@o os seguintes:

v, = 0O,
- o
o = o)
‘Z’; = oW,
662;" - o).

Também, de acordo com a equacdo da continuidade, (47.3), aordem de grandeza de
0v,/0y ndo pode ser maior do que um, i.e., como y varia de zero a §, 0 componente v,
deve ter um valor com ordem de grandeza igual a §. Segue-se que podemos conferir as
seguintes ordens de grandezas para os valores de v, e suas derivadas:
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v,= 0(6),

ov, 3 oW
dy B ’

6%y, 1
= ol=],

ov, B 06)
0x a ’
v, B 06)
0x2 )

Podemos introduzir essas ordens de grandezas nas equacdes do movimento.
Admitindo p = O(1), temos,

aUx v+ avx - _l a_P v (azyx+ OZUX)
0x * ay r - p ox Ox2 ayz ’
47.1)
m (1) 6 0 (i)
o 52
ov, ov, 1 0P v, v,
= Uyt — v,= —-—— — +V +
ox oy 7 f) (axz f) 2)’
g ro g 47.2)
® @O O ©® O ) (l)
8
v, %
f) ay
g g (47.3)

@ 1)

A ordem de grandeza do gradiente longitudinal de pressdo dP/0x da equacdo (47.1)
pode ser determinada com o auxilio da equacao de Bernoulli, (46.1) que prevaleceu no
escoamento ideal fora da camada-limite, i.e.,

(47.4)
M@ @

portanto, 0P/dx = 0(1). Pela ordem de grandeza dos dois termos entre parénteses da
equagio (47.1), vemos que podemos desprezar 6 v, /dx* em comparagdo com 6% v, /9y>.
O componente x da forca viscosa passa a ser expresso por v(6?v,/0y?) e deve ter 1 como
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ordem de grandeza para que seja considerado, juntamente com os termos restantes. Isto
significa que a viscosidade cinemadtica (e também a dindmica) deve ter 6 como ordem
de grandeza.

Aplicando as mesmas consideracdes de ordem de grandezas no componente y da
equacdo de Navier-Stokes, equacgdo (47.2), onde v = 0(6?), vemos que a ordem de gran-
deza deve ter § como ordem de grandeza e todos os termos da equacao (47.2) podem ser
desprezados em comparacdo com os de ordem de grandeza 1 da equacdo (47.1). O fato
de dP/dyserdesprezivel significa que a pressdo na camada-limite é ditada pela equacado
de Bernoulli, que governa o escoamento ideal do lado de fora da camada-limite. Diz-se
que a pressao é imposta na camada-limite pelo escoamento ideal exterior.

Tendo em vistatodas assimplificacdes de ordem de grandeza, as equacoes de Prandtl
da camada-limite sdo

vay +(3va __16P+v021/)C 47.5)
ox * dy ' pox oy’ '
aP—O (47.6)

oy ’

v Ov, _, 47.7)

ox dy ’

onde o gradiente de pressdo dP/0y é dado pela equacao (47.4) do escoamento externo.
Essas equacoes devem obedecer as seguintes condicoes limites:

quandoy=0, v,=0ev,=0,
quandoy =0 v, = V.

Aequacdo (47.5), chamada de equacdo de Prandtl da camada-limite, € uma equacao
niolinear de derivadas parciais. E, portanto, umaequacio de solucio dificil. Entretanto,
aequacaointegraldevon Kdrman, equagao (46.14), é de solu¢dobemmais facil e fornece
resultados comparéveis com os fornecidos pelaequacao de Prandtlnos poucos casosem
que esta expressao pode ser resolvida.

Vale ainda ressaltar que esse método de simplificacdo da equacao de Navier-Stokes
inclui a suposicao de que o valor do ntimero de Reynolds v, x/v tem como ordem de
grandeza a mesma que 1/v. Portanto, a espessura da camada-limite é dada por uma
expressao daforma

6/x o< Re 2. (47.8)

No caso de escoamento turbulento bidimensional a simplificacdo por ordem de
grandeza nos leva ao seguinte resultado

v, ov, 1P 0%v, O, V)
Vet —V,=———+V— — .
0x oy p 0x 0y? oy

(47.9)
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Damesma maneira que no escoamento laminar a equacao (37.6) reduz-seadP/dye
a equagdo da continuidade € expressa pela equagao (47.7). Nessas expressoes v,, v, e P
representam grandezas médias temporais. Levando em contaadefinicdo de viscosidade
turbilhonar, a equagao (39.2), podemos exprimir a equacao (47.9) do seguinte modo

ov, ov, 10P

v+ =2 ————+i[(v+e)6”x] (47.10)
ox * dy ' pox oy ay I’ ’

A essas equacoes da camada-limite turbulenta aplica-se as mesmas condicoes limites
do escoamento laminar.

Integracao da equacgao de Prandtl da camada-limite

A integracdo da equacdo (47.5) pode conduzir a equacdo (46.14) de von Karmén.
Consideremos como limites da integracdo, y = 0 junto a parede e y = ¢ fora da
camada-limite:

f’ (% ov, 16P  d%v,
0

et = - = dy=0. 47.11
axv+ay"y+pax vayz)y ( )

Termo a termo, as integracoes podem ser expressas do seguinte modo:

4 62 l 0

vi %y = vf d(ﬁ)z—ﬁ, (47.12)
o 0y o \0y P

‘ov ‘1P 2 dp

Wy dy = [ 2%ay=L222 47.13
0 Oxv y fo p 0x Y p dx ( )
£ v, 10 (),

9Vx - -2 : 47.14
o 0x vxdy Zaxfo vidy (47.14)
lavx 4 v

Evydy = |vevli— i a—yyvxdy (47.15)

Nesta ultima equacdo, de acordo com a equac¢ao da continuidade, equagdo (47.7),
temos,

favxvd =V, VU +f[avxvd (47.16)
anyy_my'ooodxxy' )

Substituindo as equacdes das integrais, equacoes (47.12), (47.13) e (47.16) na equacgdo
(47.11), resulta

¢ ap
— 2 ol —_—— f—
<), ov dy+pvwvy,m—€( x) To. 47.17)

Com auxilio da Figura 46.3 podemos interpolar os diversos termos dessa ultima
equacao do seguinte modo:
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6 4
I f pv:dy: variagdo no volume de controle do fluxo de quantidade de
X Jo

movimento x na direcdo x;
P Voo Vy,00: fluxo de quantidade de movimento x na dire¢do yem y = ¢;
dapP . . S . .
4 ( - d_) forca x por unidade de area da superficie s6lida, devida ao gradiente de
X
pressao;
7,: forca x por unidade de drea da superficie sélida, devido ao cisalhamento.

Segue-se que aequacao (47.17) representa um balanco de quantidade de movimento no
volume de controle £ x § x 1.

Com o emprego da equacgdo da continuidade, equacdo (47.17), podemos chegar a
seguinte expressdo de v,,,,

¢ ¢4y ‘o,
Uy,oo:fo dvy:fo G_dey:_fo ox dy, (47.18)

portanto, o produto v, v, pode ser expresso por

‘v, dve, [* o/ [°
Voo Vpoo = — Vo i Gxdy_ﬁfo vxdy—a(fo vxvoody). (47.19)

De acordo com a equacdo de Bernoulli, dP/dx é dado pela equagao (46.13). Portanto,
substituindo na equagao (45.17) este valor e mais o de v,, v, resultana equacao (46.14)
deduzida diretamente por von Kdrmén

d (fa(v vivdy + AVes fs(v v)d )_T (46.14)
p dx b o .y p dx A o J’ —to .
ondeusamosolimite § emvezde £ porque ndohédvariacdo de quantidade de movimento

dedel.
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Capitulo 48

Espessura da camada-limite

A definicdo da espessura da camada-limite € normalmente arbitraria, porque a veloci-
dade v aproxima-se assintoticamente da velocidade v,.. Pode ser definida, por exemplo,
como adistanciaquevaide y =0, v =0até y = 6 quando v = 0,99v,..

Espessura de deslocamento §,

Avazdo volumétrica na camada-limite é expressa por

P
Q5=f vdy. (48.1)
0

Definimos a espessurade deslocamento § , como a distancia que devemos afastar da
parede uma corrente animada de velocidade uniforme v, para que escoe sem atritocom
amesmavazdo Q;, dada pela equacdo (48.1), que passa pela camada-limite. Portanto,

1)
Qs :f vdy =v,06-0,), (48.2)
0
ou, tirando o valorde 6 4
6,,,:— (U -v)dy= f 1—— (48.3)
voo 0
y
: " y
| / - —
l | —_—l v
5 |——/, | | Vs
I s s T
I [T P—
[ —— | 3,
v N2 }
- !

Figura 48.1

A espessura de deslocamento também pode ser definida pelo deslocamento que a
camada-limite provoca nas linhas de corrente do escoamento ideal (Fig. 48.2). Se ndo
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houvesse camada-limite e o escoamento fosse ideal até a parede, as linhas de corrente
seriam todas paralelas e a vazdo entre a parede e uma linha de corrente seria expressa
por

4
Q= f Voody. (48.4)
0
Entretanto, por causa da camada-limite, onde a velocidade é menor do que avelocidade
ideal, alinha de corrente ¢ se desloca de uma distancia d ; e a vazao volumétrica passa a
Ser expressa por

0484 ¢
Q:f vdy:f vdy+ v,04, (48.5)
0 0

porque adistancia ¢ da parede a velocidade é uniforme e igual a v,,. Portanto, igualando
asequacoes (48.4) e (48.5), resultaa equagao (48.3)

6d=f0[(1—y—:)dy=f05(l—v—:)dy. (48.3)

U() = Uoc 6 1 1
o e __ T < _Linha de corrente ideal
—_— ——
., [
S Camada-limite
l
Figura 48.2

Aespessurade deslocamento também pode ser interpretada com o auxilio da Figura
48.3, onde vemos que

5
f VAY = U0 — Usu04. (48.6)
0

Portanto, as areas hachuradas sdo iguaisad ;.

Espessura de quantidade de movimento

A espessura de quantidade de movimento é definida com a espessura coberta por uma
vazao ideal animada de uma quantidade de movimento igual a “perdida’ na camada-
limite pelo escoamento real. Se o escoamento fosse ideal, a taxa de quantidade de
movimento que passa entre a parede e ¢ (Fig. 48.2) seria expressa por

l
pf vidy. (48.7)
0
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Figura 48.3

Entretanto, no escoamento real, a taxa da mesma massa passa entre a parede e a
linha de corrente deslocada, i.e.,

0464

4
taxareal de q.m. =pf vzdyzp(f vdy+ viéd). (48.8)
0 0

Substituindo nesta equacao §, por seu valor expresso pela equagao (48.3), chegamos a
seguinte expressdo da “perda”, que corresponde a diferenca entre a taxareal e aideal:

¢ ¢ v
6mpy§o:p[f (vjo—vz)dy—voof (1——)dy]. (48.9)
0 0 voo
Tirando o valor de §,, e simplificando, temos,
5 —f[i(l—i)d —fﬁi(l—l)d (48.10)
"l Ve Vo r= b U Vo, Y )

Introduzindo na equacao (46.14) as definicoes das espessuras de deslocamento e
quantidade de movimento, respectivamente equacdes (48.3) e (48.10), resultaaseguinte
expressao simples da equacgdo integrada da camada-limite

d d
E(vzodm)+6de% =%. (48.11)

Camada-limite sobre placa plana

No escoamento ao longo de uma placa plana podemos considerar que a velocidade v,,
fora da camada-limite é praticamente constante, portanto, na equacao integral de von
Kédrman, equacdo (46.14), dv,/dx=0e

Li 6
TOZpafo (Voo — V) VAY. (48.12)
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Por suavez, aequacao (48.11) é simplesmente dada por

d
% = W5,). (48.13)

A equacgdo de Bernoulli indica que se v é constante a pressdao P imposta na camada-
limite também o é, i.e., segundo a equacdo (47.4), dP/dx = 0.
Escoamento laminar

Perfil de velocidade. A relacdo v — y na camada-limite deve satisfazer as seguintes
condicoes de contorno

y=0, v=0,
y=9, V= Uy, 0v/dy =0.

Além disso, segundo a equacao de Prandtl da camada-limite, equacéo (47.5), podemos
estipular mais uma condicdo de contorno para o perfil da velocidade. Junto a parede
(y = 0), tanto v, como v, sdo nulos e, como na placa dP/0x também é nulo, temos

y=0, d*v/dy’=0
A expressdo ctibica com quatro constantes

v=a+by+cy*+dy’, (48.14)

satisfaz a quatro condicoes de contorno estipuladas. As constantes sdo entao
determinadas aplicando-se a equacao (48.14) as quatro condicdes, i.e.,

a=0, ¢=0, v,=bé+dés® 0=Db+3dé.

Portanto, tiramos os seguintes valoresde b e d
b
d

(3/2) (v /6),
—(1/2) (U1 6°).

Segue-se que o perfil é expresso pela equacdo adimensional

(48.15)

Espessura da camada-limite. Substituindo a relagdo adimensional v — y do perfil
da velocidade, equagao (48.15), na integral da quantidade de movimento do segundo
membro da equagao (48.12), temos

° 39
f (Ve — Vvdy=—pV>8
0

= [ 212203252 e

(48.16)
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No escoamento laminar, atensdo na parede 7, é expressa pela equacao (46.15), portanto,
calculando (dv/dy),-, com o auxilio do perfil, equacéo (48.15), temos

3 U
206
Substituindo essas duas expressoes na equacdo da quantidade de movimento, equacao
(48.12), chegamos ao seguinte resultado

To (48.17)

39 ,ds 3 v s
— oV — = ——. .
280" ~ax " 2%

Separando as varidveis e integrando, temos,

§=4,64,/—2 +c". (48.19)
Voo

Levando em conta a condi¢do na ponta da placa, x = 0, § = 0, vemos que a constante
nessa equacao € nula, portanto, podemos exprimir a equacao (48.19) do seguinte modo

) (xzoo)*”z_ 4,64

Esta expressao confirma a forma da equacao (47.8) que foi deduzida por andlise de or-
dem de grandeza das equacoes de Prandtl da camada-limite. A equacdo (48.20) permite
calcular a espessura da camada-limite laminar por toda a placa ou na ponta, de x = 0
a x = Xx,, caso o escoamento passe a turbulento. Podemos também estabelecer a rela-
¢do entre o nimero de Reynolds calculado com o comprimento x e o calculado com a
espessurad, i.e.,

2
Re, ) . (48.21)

Re, = (
4,64
A espessura de deslocamento pode ser calculada substituindo-se o perfil ctbico,

equacdo (48.15), na equacao (48.3) que define aquela espessura. Resultaem

64=0,3756 = (1/3)6. (48.22)

A espessura de quantidade de movimento pode ser determinada substituindo-se na
equacao (48.10) o valor de v tirado do perfil, equacao (48.15), e integrando, i.e.,

0,, =(39/280)6 =0,1396 = (1/7)6. (48.23)

Tensdo na parede. A tensdo local na parede a uma certa distancia x da ponta da placa
pode ser calculada a partir da equacao (48.17), onde substituimos § com o auxilio da
equacao (48.20), querelaciona d com x, i.e.,
PV,
Ty = 0,323R—. (48.24)

1/2
X
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Podemos também exprimir 7, em funcao de Re; com o emprego da equagdo (48.21),
ie.,

pUL,
Re;

A equacdo (48.24) mostra que a tensao de cisalhamento que é equivalente ao fluxo
de quantidade de movimento varia ao longo da placa de acordo com 7, < x™'/2. A ten-
sdo média entre a ponta, onde x = 0, e uma distancia L qualquer (menor que x. se 0
escoamento é turbulento) pode ser determinada por

To=1,5 (48.25)

1 L
ol f rodx =21, (48.26)
L),

Portanto, a tensdao média na parede da placa pode ser calculada pelas expressoes

— PV
0,646F, (48.27)

1
L

~
(=]
Il

— PV,
To 3—=, (48.28)
Re5

Nos célculos da perda de carga por atrito é usual o emprego do fator de atritoem vez
datensao na parede. No escoamento laminar em tubos o fator de atrito foi definido pela
equacao (33.21),i.e.,

=4[t/ (pu?/2)].
No presente caso da placa plana, € conveniente definir umfator de atrito f,, que também
represente arazao entre a tensdo na parede e a pressao dindmica, pelarelacao

Cpvi /2’

Iy (48.29)

Segue-se que podemos ter as seguintes expressoes do fator de atrito local e médio

f, = 0,646/Re!?, (48.30)
f, = 3/Res, (48.31)
f, = 1,292/Re}? (48.32)
f, = 6/Re;. (48.33)

Na Tabela48.1 comparamos as expressoes do fator de atrito obtidas a partir daequa-
¢do integrada de von Karman, equacao (48.12), com as expressoes resultantes da inte-
gracao das equacoes de Prandtl da camada-limite, equacao (47.5) a (47.7). Na equacao
aproximada de von Karmén repetimos as solucdes obtidas com o perfil expresso pela
equacdo (48.14) e mostramos ainda as solugdes obtidas por outro perfil. Considerando
exatos os resultados obtidos das equacdes de Prandtl vemos que as solucoes baseadas
na equacao de von Karmén sdo satisfatorias.
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Método Equacoes
Solugao exata das egs. de Prandtl (47.5) (47.6) (47.7)
Solugao aproximada da equagao (48.14)

de von Karman, eq. (48.12)

Tabela 48.1

Referéncias

V=CY+ Gyt eyt oyt

Fator de atrito
f=0,644/Re'?
f=0,646/Re!?
f=0,686/Re’?

LONGWELL, PA. Mechanics of Fluids Flow, Notas Mimeografadas, California Institute

of Technology, Capitulo 6, 1958.

ECKERT, E.R.G.; DRAKE, R.M. Heat and Mass Transfer, McGraw-Hill Book Co., Capitulo

6,1959.

CAPITULO 48

289






Capitulo 49

Escoamento turbulento

Perfil de velocidade. Consideraremos que o perfil de velocidade na camada-limite
turbulenta da placa plana pode ser expresso pela equacio (49.1)

v B y 1/n
= ( 6) : (49.1)
andloga a equacao (40.28) do perfil da velocidade no escoamento plano (x > x,) e tur-
bulento em tubulag6es. Admitiremos também que a tensdo na parede da placa pode ser
expressa da mesma forma que na parede de dutos pela equacado de Blasius, andloga a
equacao (40.21),i.e.,

pUL,
Ty = 0, 0228W

[

(49.2)

Portanto, tal como demonstramos no caso do escoamento em dutos, para que a tensao
na parede da placa seja expressa pela equacao (49.2), é forcoso que o expoente I/n da
equacdo (49.1) sejaigualal/7,i.e., analogamente a equacio (40.7),

v y 1/7
= (5) . (49.3)
Tal como em dutos, verificou-se que essas expressoes representam bem os dados ex-
perimentais da tensdo na parede e do perfil da velocidade. Em tubos, mostramos
que a concordancia da equacao de Blasius com os resultados empiricos era na faixa
de Rep = puD/u até aproximadamente 10°. No caso da placa, essa faixa baseada em
Re, = pv..x/ vai até aproximadamente 10°. Neste ponto, convém assinalar que na
placa é o nimero de Reynolds Re; (6 v, p/ 1) que corresponde ao Rej, do tubo.

Admitindo vélido o perfil expresso pela equacao (49.3), podemos chegar ao seguinte
valor do gradiente de velocidade

dv 1 vy

dy T suT yu :
Aplicando esta expressao ao gradiente junto a parede em y = 0, vemos que ela fornece
como resultado dv/dy = co. Evidentemente, este resultado ndo é fisicamente possivel
e o perfil expresso pela equacao (49.3) ndo pode ser estendido até a parede. Ocorre en-
tretanto que, mesmo no escoamento turbulento, estd sempre presente junto a parede
uma subcamada laminar de espessura §,, (Fig. 49.1), de modo que o pertfil turbulento,
na realidade, ndo iria até a parede. Na subcamada laminar, que é de espessura muito

(49.4)
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pequena, podemos admitir que o perfil da velocidade é representado por uma reta. Em
muitos casos, entretanto, € usual supor que o perfil expresso pela equacdo (49.3) se es-
tende até y = 0, desprezando-se desse modo a pequena transferéncia de quantidade de
movimento que ocorre na subcamada laminar.

To
Sb Ub

Figura 49.1

Espessura da camada-limite. Substituindo-se na equacao (48.12) v em funcdo de y
dado pelo perfil da equacao (49.3) e integrando, resulta

7, db

=—pvl—. 49.5
To= 7PV (49:5)

Igualando este valor da tensdo na parede ao expresso pela equacao de Blasius (eq.
49.2) e separando as varidveis, temos,

1/4
5"ds =0, 235(1) dx. (49.6)

Voo
Levando aintegracdo desta equacdo até apontadaplacaonde x =0ed =0, i.e., pasando
pela camada-limite laminar que vai de x = 0 até x = x,, temos

0,376

= o5 (49.7)

=1

Desta expressao podemos tirar arelacao entre o nimero de Reynolds Re, e o Re;, i.e.,

Re; =0,376Re!”. (49.8)

Comparando as equacoes (48.20) que dd arelacdao § — x na camada-limitelaminar com a
equacio (49.7) da camada-limite turbulenta, vemos que enquanto na laminar § o< x'/?,
na turbulenta § < x*°, i.e., a camada-limite cresce mais rapidamente quando o escoa-
mento é turbulento. Esse crescimento é devido a “perda” de quantidade de movimento
na camada-limite.

A equacdo (49.8) mostra que o valor superior limite de Re, aproximadamente igual a
107 para aplicacdo da equacao empirica de Blasius, equacao (49.2), é amesma coisa que
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Re; aproximadamente igual a 10, i.e., 0 mesmo valor que o do limite superior de Re;, em
tubos.

Substituindo o perfil expresso pela equacgao (49.3) nas equacdes (48.3) e (48.10) e
integrando, chegamos as seguintes expressoes das espessuras de deslocamento e da
quantidade de movimento da camada-limite turbulenta

6, = 0/8, (49.9)

Om (7/92)6. (49.10)

Espessura da subcamada laminar. Ao longo da espessura da subcamada laminar,
conforme mostramos na Figura 49.1, podemos admitir um gradiente linear da velo-
cidade; portanto, a tensdo na parede dada pela equacdo (46.15) pode ser expressa
por

v
To=HU—. (49.11)
Ty

Igualando este valor de 7, ao expresso pela equacdo de Blasius e tirando o valor de v
resulta

1 v 1/4
v=0,0228p0> — | —| . (49.12)
p OOIJ v 6 y

Quando y = §, a velocidade superior da subcamada laminar é v = v,, portanto, a
equacao (49.12) pode ser expressa por

(49.13)

b 1 3/4
Eb UU_OZO,OZZS( V) )

7]
Por outrolado, admitindo que a subcamadalaminar faz fronteira com a zona turbulenta
onde o perfil da velocidade é expresso pela equagdo (49.3), temos

%: (Uv—if (49.14)

Portanto, igualando os segundos membros dessas duas expressdes chegamos a

v, 1,878

— = . 49.15
Vs Rey?® ( )

Com o auxilio da equacdo (49.8) que relaciona Re; com Re, podemos chegar a seguinte
expressao de v,
v, 2,12

_— = 49.16
Vs Re”! ( )

X

Ovalor de §, pode ser determinado substituindo-se esses dois tltimos valores de v,/ v,
naequagao (48.17), i.e.,
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6, 194

% _ 108 (49.18)
5 Re}®

Eliminando 6 da equagao (49.17) com o auxilio da equacao (49.7) chegamos a seguinte
expressao

5, 72
~ =g (49.19)

X

Esta tltima expressdao mostra que §, < x”',i.e., o crescimento da subcamada laminar é
muito lento.

Tensdo na parede. A tensdo local na parede da placa é dada pela equagao de Blasius,
equacao (49.2)

2
(37
1/4°

7, =10,0228
Re;

(49.20)

Com arelacdo entre Re; e Re,, equacgdo (49.8), podemos exprimir a tensao na parede em
funcaodeRe,,i.e.,

PV
To=0,0296 =%

- (49.21)
X
Admitindo que a camada-limite turbulenta se estende até a ponta da placa podemos
chegar as seguintes expressoes da tensdo média

2

P,

7, = 0,037 @, (49.22)
_ pvA
T, = 0,029@. (49.23)

Os fatores de atrito correspondentes a essas quatro expressoes da tensdo na parede sao

fr = 0,0592/Re'”, (49.24)
fr = 0,0456/Re’*, (49.25)
fr = 0,074/Re}”, (49.26)
fr = 0,058/Rej". (49.27)
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Camada-limite na placa e no tubo

Dados experimentais demonstram que a camada-limite sobre placa plana passa de
laminar para turbulenta quando

Voo X¢

Re, = =5x10° (49.28)

Segundo a equacado (48.19), onde a constante é nula, a espessura da camada-limite
laminar na placa é dada por

VX
6=4,64,/ —. (49.29)

Voo
Tomando x = x. nessa expressdo e substituindo esse valor de x, na equagdo (49.28)
chegamosa

(7}
— =2.100, (49.30)
v

com ovalor do nimero de Reynolds Re; na transicdo de camada-limite laminar para tur-
bulenta na placa plana. Este resultado é praticamente igual ao valor do niimero de Rey-
nolds Re, de transicao no escoamento pleno em tubos. De fato, no tubo, a distribuicao
parabdlica da velocidade correspondente a u = v,,/2, onde v, representa a velocidade
axialed = D/2. Segue-se que podemos estender para o escoamento em tubos o conceito
dacamada-limite, considerando que nesse caso avelocidade v, representaavelocidade
no eixo e R = D/2 a espessura da camada-limite. No escoamento pleno (x > L,) o perfil
davelocidade e a espessura da camada-limite ndo sofrem alteracdes.

Apesar da analogia entre as camadas-limites na placa e em tubulacéo, existem tam-
bém diferencas fundamentais: assim, enquanto o escoamento no tubo exige uma queda
de pressdo para sua manutencao, o escoamento na placa plana pode se realizar com a
pressdo praticamente constante, conforme mostra a equacgdo (48.12). Por outro lado,
a camada-limite da placa deve crescer de espessura continuamente para compensar a
“perda” de quantidade de movimento devida ao atrito, enquanto a camada-limite no
tubo so cresce ao longo do comprimento de entrada L, até atingir o eixo.
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Capitulo 50

Separacao da camada-limite

Sob determinadas circunsténcias, alentiddo do movimento do fluido na camada-limite
pode se acentuar de tal maneira que chegue a produzir um retrocesso do escoamento.
Quando isto ocorre a camada-limite se separa da parede para dar lugar a redemoinhos
(vortices). A separacdo pode ocorrer, por exemplo, ao longo de superficies de curvatura
pronunciada, tal como a de um cilindro circular transversal ao escoamento ilustrado na
Figura 50.1. A secdo circular considerada estd suficientemente afastada das pontas do
cilindro para que o escoamento possa ser considerado bidimensional. Fora da camada-
limite a influéncia das forcas viscosas é desprezivel e a relacao entre a velocidade v, e
a pressao P é expressa pela equacdo de Bernoulli de escoamento ideal. A espessura da
camada-limite é usualmente muito pequena, de modo que a pressdo no seu interior é
imposta pelo escoamento ideal exterior. A Figura 50.2 mostra as linhas de corrente do
escoamento ideal em torno do cilindro circular. A linha de corrente v, divide o escoa-
mento em duas partes simétricas, de modo que basta estudar o escoamento em torno do
semicilindro ABC. No escoamento ideal as particulas fluidas sdo aceleradas no quarto
AB amontante e retardadas ao longo do quarto BC a jusante, portanto, de acordo coma
equacao de Bernoulli a pressao cai de A a B e sobe de B a C conforme mostra a curva de
variacao da pressao na Figura 50.2.

As particulas fluidas que seguem as linhas de corrente mais préximas da parede do
cilindro, por exemplo, 1, em comparacao com v, estao animadas de velocidades mai-
ores do que as que seguem as linhas de corrente mais afastadas. Segue-se que os ele-
mentos limitados por duas linhas de corrente adjacentes sofrem distor¢ao mas nao so-
frem rotacgdo, tal como na Figura 13.6a. Na Figura 50.2 admitimos que a linha de cor-
rente 1, estd suficientemente longe do cilindro, de tal sorte que as particulas que por
ela caminham estejam animadas da velocidade v, constante em médulo e dire¢do. En-
tao, fora do espaco 1234 o escoamento é considerado ideal e unidimensional, enquanto
dentro desse espaco as linhas de corrente sdo deformadas pela presenca do cilindro e o
escoamento passa a bidimensional, se bem que ainda ideal e irrotacional.

Voltando ao escoamento real ilustrado pela Figura 50.1, podemos considerar que a
forma do cilindro é modificada pela adi¢ao da zona de redemoinhos SCS'D limitada
pelas linhas de separacdo SD e S'D e que o escoamento passa a contornar este novo
perfil. A Figura 50.3 mostra as linhas de corrente que contornam o cilindro perfilado
pelos redemoinhos.

Asparticulas defluido que se movem na camada-limite que se formanasvizinhancas
da parede do cilindro estdo sujeitas as variacoes de pressdo impostas pelo escoamento
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Escoamento ideal
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Figura 50.1

exterior. As energias cinéticas dessas particulas sdo grandemente “consumidas” pelas
forcas de atrito que prevalecem na camada-limite. O percurso de A a B (Fig. 50.1) pode
acarretar tanta “perda” de energia cinética que as particulas ndo tém mais como escoa-
rem contra o aumento de pressao que atua de B a C. Esse aumento de pressdo externa
acaba entao por provocar o retrocesso das particulas com a formacgao dos redemoinhos.
No ponto S junto a parede hd o inicio da reversao e separagdo da camada-limite — é o
ponto de separagdo. Contando os dngulos a partir do ponto A, quando o escoamento
na camada-limite é laminar, o ponto de separacgdo situa-se em torno de 82°, entretanto,
quando o escoamento € turbulento as particulas da camada-limite tém mais energia
cinética para converter em energia de pressdo, de sorte que podem penetrar mais nare-
gido de pressdes crescentes e situar o ponto de separagdo nas proximidades de 110°, i.e.,
jano “bordo” de fuga do cilindro circular. Pode-se dizer que a camada-limite turbulenta
abragamais o obstdculo, diminuindo alargura da zona de redemoinhos.

No escoamento em condutos for¢ados a separacao pode ocorrer em curvas (Fig.
44.4) de cotovelos, nos orificios de medida de vazao (Fig. 45.1) em buchas ou luvas de
expansdo oureducao e em valvulas globo ou de gaveta entreabertas. No escoamento em
difusores (Fig. 50.4), pode ocorrer também a separagdo quando o angulo de divergéncia
é muito pronunciado e o aumento de pressao que acompanha a diminuicao de veloci-
dade é muito elevado. No difusor bem desenhado, cujo dngulo de divergéncia é menor
do que cercade 7°, ndo héd separacao e as “perdas” de energia sio menores (Fig. 50.5).
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Resisténcia de superficie e resisténcia de forma

Osredemoinhos e turbilhdes que aparecem quando a camada-limite se separa formam-
se a custa da dissipacdo das chamadas energias de escoamento, cinética, de pressdo
e potencial. A perda de carga por atrito h, do balanco de carga, equacao (20.6) deve,
portanto, incluir a energia de escoamento transformada em calor por degradagao dos
redemoinhos e turbilhées. Quando tratamos da perda de carga nos chamados aciden-
tes de encanamentos, mostramos que deviamos distinguir entre o atrito de superficie e
o atrito de forma. Enquanto o primeiro pode ser calculado diretamente pela equacao
h,= f(LID)u*/2g, com f determinado na Figura A.1 e referente ao escoamento em tu-
bulacgdes retas, o atrito ou resisténcia de forma é estimado por métodos empiricos, tais
como o do comprimento equivalente. Quando as duas resisténcias contribuem para a
perdatotal é em geral muito dificil separar uma da outranos acidentes de encanamentos
comerciais. O comprimento equivalente inclui tanto o atrito de superficie quanto o de
atrito de forma, se bem que com predominancia frequente desta Gltima.

O valor do atrito de forma depende do tamanho e da frequéncia dos redemoinhos
(vortices) e turbilhoes e também da posicdo do ponto de separacdo, que por sua vez
determina a largura da esteira. Chamamos de esteira a regido a jusante do ponto de
separacao que é afetado por redemoinhos e turbilhdes. Sob determinadas condicoes de
escoamento os redemoinhos podem se soltar do corpo para formar uma esteira longa.
Em corpos perfilados (Fig. 50.6), a separacao ocorre perto do bordo de fuga e predomina
o atrito de superficie, ao passo que em corpos cegos (Fig. 50.7) a esteira é larga e o atrito
de forma é praticamente igual ao atrito total.

No estudo de camada-limite tomamos como exemplo o escoamento em torno de
uma placa plana, que pode ser considerada como corpo perfilado. As expressdes da
tensao de cisalhamento, por exemplo, referem-se exclusivamente ao atrito de superficie
e nao podem ser usadas para calcular o atrito total no escoamento em torno de corpos
cegos como os das Figuras 50.3 e 50.7. O atrito total corresponde a forca de resisténcia
total, também chamada de resisténcia de arrasto ou de perfil constituida da resisténcia
de superficie ou de atrito e da resisténcia de forma ou de pressdo.

Aresisténcia de arrasto é usualmente determinada a partir da expressao

F,=C,A,(pv;/2), (50.1)

onde F, representa a forca de arrasto, C, o coeficiente de arrasto, A, a rea projetada ou
segdo mestra do corpo perpendicular a dire¢do do escoamento e pv2/2 a pressdo dina-
mica. Avelocidade v, pode representar tanto a velocidade do corpo emrelagao ao fluido
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em repouso, como a velocidade do fluido fora da zona de influéncia do corpo em rela-
¢do ao corpo imével. Em ambos os casos, a resisténcia de arrasto tem o mesmo valor,
desde que o corpo ou o fluido estejam animados de um movimento retilineo uniforme
de mesma velocidade v,. A secdo mestra A, refere-se a maior drea projetada em um
plano transversal a direcdo do escoamento; entretanto, outras dreas do corpo, tal como
a drea projetada na direcao do escoamento, podem ser usadas na equagao (50.1), onde
o coeficiente C, passa entdo a ter outro valor, de tal sorte que C,A, seja constante. A
equacao (50.1) é da mesma forma que a equagao (48.29), que definiu o fator de atrito da
placaplana. Arelacdo F,/ A, é equivalente a tensdo 7, e o coeficiente de arrasto

o - FdAy

a= ) 50.2
pU/2 (502)

é equivalente ao fator de atrito da placa f,.

Tanto aresisténcia de superficie quanto a resisténcia de forma que compdem o valor
daresisténcia total F, dependem principalmente do ntimero de Reynolds. Essa depen-
déncia é expressa através do coeficiente de arrasto, i.e., C, = f(Re) ou, levando em conta
que a rugosidade da superficie e o nivel de turbuléncia afetam a localizacao do ponto
de separacdo, de uma maneira mais geral podemos dizer que C, = f(Re, rugosidade,
nivel de turbuléncia). A forma da funcdo f é em geral determinada a partir de dados
experimentais, tais como os representados pelas curvas da Figura 50.8. Na Figura 50.8
o coeficiente de arrasto do perfil de cilindros de secao circular é expresso em funcao do
numero de Reynolds calculado com o didmetro D. Podemos comparar os valores de
C, de cilindros infinitamente longos com a de cilindros cuja razao entre o diametro e o
comprimento éde 1.5.

Consideremos o que ocorre no escoamento em torno de cilindros infinitamente lon-
gos conforme aumenta o niimero de Reynolds, i.e., com o aumento do valor de v, para
um dado cilindro e fluido:

a) Re < 10°. Para baixos valores da velocidade predomina completamente a
resisténcia de superficie e a camada-limite envolve todo o cilindro.

b) Re = 10'. Em torno de Re = 10' tem inicio a separacdo da camada-limite e a
formacao de redemoinhos, de rotacdes opostas (Fig. 50.9).

c) 5x10' < Re < 5 x 10°. Aproximadamente nessa faixa, para um certo valor de
Re, a intensidade de rotacdo dos redemoinhos aumenta com o correr do tempo,
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tornando-os mais alongados na dire¢ao do escoamento (Fig. 50.10) até que um
redemoinho de cada vez se desprenda do cilindro (Fig. 50.11) sendo entdo levado
pela corrente. Ao longo de um certo percurso os redemoinhos arrastados conser-
vam suaidentidade e formam a chamada esteira de von Kdrman, que consiste en-
tdo de uma fila dupla de vértices simétricos alternados (Fig. 50.12). A frequénciae
aliberacao dos redemoinhos pode ser expressa de maneira adimensional através
do niimero Strouhal (ver equacgio 35.13).

S, =nD/v,. (50.3)

No regime de escoamento da esteira de von Karman o nimero de Strouhal é
funcao de nimero de Reynolds.

Re =5 x 10°. Em torno de Re = 5 x 10° a frequéncia de liberacdo dos vortices é tao
réapida que aregularidade da esteira de von Kdirmdan nédo pode ser mais percebida
e ela é considerada turbulenta.

5x 10° < Re < 3 x 10*. Aproximadamente entre estes valores do nimero de Rey-
nolds o coeficiente de arrasto que vinha decrescendo com o aumento do valor
de Re passa a aumentar, devido a formacao da esteira turbulenta, até cerca de
Re=3x10".

3 x 10* < Re < 4 x 10°. Em torno dessa regiao o coeficiente C, permanece pratica-
mente independente de Re, de tal sorte que a resisténcia de perfil é proporcional
ao quadrado da velocidade.

Re = 4 x 10°. Em torno desse valor a camada-limite passa de laminar a turbulenta
e o ponto de separacdo muda-se para o bordo de fuga do cilindro, estreitando a
esteira e diminuindo abruptamente o valor de C, (Fig. 50.13).

Re > 4 x 10°. Deste ponto em diante a esteira é constituida de turbilhdes altamente
irregulares.
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No caso de cargas esféricas e para valores muito baixos do niimero de Reynolds, Sto-
kes conseguiu simplificar as equacdes de Navier-Stokes, desprezando as forcas de inér-
cia e considerando somente as forcas viscosas. A solu¢do das equacdes simplificadas
resultantes fornece a seguinte expressao da forca de arrasto:

F,=3npuv,D. (50.4)

Essa equacdo representa bem os dados experimentais até Re = 1. Comparando essa
expressdao com a equacao geral (50.1) vemos que o coeficiente de arrasto de esferas no
regime de Stokes é dado por

C,=24/Re, (50.5)

que representa uma reta em gréfico log-log. Para valores de Re maiores que 1 ocorre
no escoamento em torno de corpos esféricos os mesmos fendémenos observados no
escoamento em torno de cilindro infinito. Sdo semelhantes as curvas da Figura 50.8.

Os dados experimentais de C, representados pelas Figuras 50.8 e A.23 foram obtidos
em ttneis de vento ou em canais de dgua. Estes aparatos normalmente operam com
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baixo nivel de turbuléncia e os corpos de prova, de modo geral, possuem superficies
lisas. O aumento do nivel de turbuléncia do escoamento e da rugosidade da parede
fazem com que a camada-limite passe de laminar a turbulenta em menores nimeros de
Reynolds, o que consequentemente promove um estreitamento da esteira.

Conservaciao do escoamento ideal com os dados experimentais

Consideremos o escoamento normal ao eixo de um cilindro de se¢ao circular infinita-
mentelargo. Na Figura 50.14 comparamos as pressoes medidas ao longo da semicircun-
feréncia superior do cilindro com as calculadas pela equacao de Bernoulli. Ao longo da
semicircunferéncia inferior as curvas tém exatamente a mesma configuracdo. A curva
1 representa o escoamento ideal segundo o qual o fluido escorrega sem resisténcia pela
superficie do cilindro e a pressao no bordo de fuga volta ao valor inicial, ndo atuando
nenhuma forca na direcdo do movimento, i.e., a forca de arrasto é nula (Paradoxo de
D’Alembert). A curva?2 representa os dados experimentais do escoamento com camada-
limite turbulenta (escoamento supercritico) enquanto a curva 3 representa o escoa-
mento com a camada-limite laminar (escoamento subcritico). Vemos que as curvas
experimentais afastam-se bastante da teérica principalmente no caso do escoamento
supercritico.

Y, 0 180)
1.1deal
\ _|2.Re-1,86 x 10°
P
pv,2/2 NJ\ZJ* 3. Re=6,70 x 10°

0 60 120 180

Figura 50.14

As Figuras 50.15 e 50.16 mostram o mesmo tipo de comparag¢do no caso do escoa-
mento em torno de corpos perfilados (perfis aerodindmicos). A concordancia entre a
teoria e a experiéncia é mais razodvel nesses casos.
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Capitulo 51

Forcas de arrasto e sustentacao

Em geral, a forca total exercida por um fluido em movimento em um corpo imerso pode
ser desdobrada em uma componente paralela e outra normal a direcao do escoamento
principal. Acomponente paralela é chamada de forca de arrasto, for¢a de perfil ou sim-
plesmente de arrasto enquanto a componente perpendicular é a forca de sustentagdo,
forga de suspensdo ou simplesmente manutengdo ou suspensdo. Nos corpos axissimé-
tricos, tais como o cilindro e a esfera, ou o perfil ilustrado na Figura 50.15, a distribuicao
da pressdo é simétrica e, em mddulo, a direcao da forca resultante F é igual a forca de
arrasto F,. NaFigura 51.1 mostramos a distribui¢do da pressdo em torno de um cilindro
circular infinito. Essas pressdoes podem ser medidas com o auxilio de um certo nimero
de pequenos furos feitos ao longo da superficie de uma se¢édo do cilindro. Mostramos
a distribuicao da pressdo tanto para um escoamento subcritico como para um esco-
amento supercritico. O sinal positivo indica pressao maior e o sinal negativo menor do
que apressdo ambiente ou pressao de ataque, P,. Vimos anteriormente que aresisténcia
ou forca de arrasto pode ser decomposta na resisténcia ou forca de superficie ou atrito e
naresisténcia ou forca de forma ou pressao.

R -5x10°

R-1x10°

~ —_

—_——

Figura 51.1

Nos corpos assimétricos, tais como os perfis ilustrados nas Figuras 50.16 e 51.2, a
forca de suspensao F; é finita pois a forca resultante (forca total) é inclinada em relacao
a direcdo do escoamento incidente ao corpo. Na parte superior do perfil a pressao é
menor que a ambiente, enquanto na parte inferior ela é maior. Dai resulta F; com os
componentes de sustentacdo e arrasto. Uma alteragdo no angulo de ataque modifica a
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distribuicdo da pressdo em torno do perfil e com isso os médulos, direcdes e as vezes
mesmo os sentidos das forgas F, e F,.

Figura 51.2

A forca total em cada elemento de area da superficie de um corpo pode ser desdo-
brada em dois componentes: um nomal e outro tangencial a superficie (Fig. 51.3). Os
componentes normais sao as forgas de pressao e os tangenciais as forgas de atrito. A re-
sultante nadirecao paralelaao escoamento dasforcas de pressao é aresisténcia de forma
ou de pressao expressa por

Fﬁ,,m:f PdAseny. (51.1)
A

Aresultante na direcdo paralela ao escoamento das forcas de atrito é aresisténcia de
superficie dada por

Forito = f TodAcosy. (51.2)
A

Aresisténcia de arrasto ou perfil € a soma dessas duas resisténcias, i.e.,

Fo = Fpuna+ Faieo = f PdAseny +f TodAcosy. (51.3)
A A

O valor de cada componente da forca de arrasto depende principalmente da forma
e da posicao do corpo em relacdo ao escoamento. Tomando como exemplo uma placa
plana, se ela é colocada na posicdo paralela a direcdo do movimento (dngulo de ataque
nulo) aresisténciadearrasto F, é praticamenteigual aresisténciadeatrito e pode ser cal-
culada com boa precisdo pelas equacdes de 7, da camada-limite, por exemplo, equacao
(48.27) ou (49.22). Entretanto, colocando a placa na posi¢ao transversal ao escoamento
(Fig. 50.7), a resisténcia de arrasto é quase que inteiramente decorrente da resisténcia
de forma, o que se traduz em uma queda de pressao observavel entre os dois lados da
placavertical. Nesse caso o turbilhonamento que se produz na esteira acarreta dissipa-
¢dode energia em calor. Essa dissipacdo provoca queda de pressdo, que se soma a queda
provocada pelo estreitamento das linhas de corrente nos bordos superior e inferior da
placa.

Aforcade arrasto é usualmente calculada pela equacao (50.1)

F,=C,A,(pv;/2), (50.1)

308 | MECANICADOS FLUIDOS



PdA _ _ == a Fr
I
| | T,dA I
v | |r———'| |
o, | v I | —
|
N AT
F.= !
_ forma
P, 2

Figura 51.3

onde o valor do coeficiente de arrasto C, vem de determinacgdes experimentais quando
aresisténcia de forma é atuante ou de expressoes analiticas nos poucos casos em que a
resisténcia de arrasto é praticamente igual a resisténcia de atrito, i.e., quando as equa-
¢oes da camada-limite podem ser resolvidas. Analogamente, a for¢a de sustentacao F;
pode ser calculada por

F,=C,A,(pvil2). (51.4)

Do mesmo modo que o coeficiente de arrasto, o coeficiente de sustentacao, exceto
em poucos casos simples, é determinado a partir de dados experimentais. Nessas duas
equagdes, A, é uma drea de referéncia que usualmente é a menor drea projetada (se¢ao
mestra) em um plano paralelo ou em um plano normal a direcao do escoamento. No
caso do cilindro circular e da esfera, A, na equacéao (50.1) foi projetada no plano nor-
mal, entretanto no caso de perfis aerodinamicos, como asas de avido (Fig. 51.4), A,
usualmente representa o produto da corda b pela envergadural.

VA

Figura 51.4
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Os valores dos coeficientes de arrasto e sustentacao podem ser determinados expe-
rimentalmente em tineis e tanques de prova. Da forca total que atua no corpo de prova
podemos separar o arrasto e a sustentacdo com o auxilio da distribuicao da pressdo em
torno do corpo ou por medida direta das for¢cas com o emprego de balangas. Os valo-
res dos coeficientes dependem do ntimero de Reynolds que usualmente é baseado na
velocidade de ataque v e nacorda h, i.e.,

F,

c, = ———, 51.5

A,(pvil2) (51.5)

C, = F (51.6)
C A puil2) '

Re = buyylv. (51.7)

Além disso, C, e C, referentes a uma dada forma de corpo depende também do angulo
de ataque «a (4ngulo entre a corda e a direcdo do escoamento incidente (Fig. 51.5)). A
variacdo dos coeficientes com o dngulo de ataque representada na Figura 51.6 € tipica
dos objetos perfilados tais como as asas de avido. Vemos que a forca de sustentacdo au-
menta linearmente com o aumento de a até um certo ponto A, passa a aumentar mais
lentamente, atinge um maximo no ponto B e finalmente decresce. Por outro lado, a
forca de arrasto comeca por aumentar lentamente com o aumento de a e termina por
aumentar mais rapidamente. As curvas tipicas da Figura 51.6 sdo obtidas com asas de
envergadura infinita, i.e., asas cuja envergadura é tao extensa que o escoamento pode
ser considerado bidimensional ou, em outras palavras, o efeito das pontas é desprezi-
vel. Para pequenos valores do dngulo de ataque no trecho em que a forgca de sustentacao
aumenta linearmente com o aumento de « a resisténcia de arrasto é devida em grande
parte a resisténcia de atrito porque o ponto de separacao situa-se préoximo do bordo de
fuga (Fig. 51.7a). Nestaregido a configuracao do escoamento em torno da asa é quase
ideal e irrotacional e o coeficiente de sustentacao e portanto a forca de sustentacdo de-
pende principalmente de a e muito pouco do nimero de Reynolds, i.e., da viscosidade
do fluido. Para os maiores valores do angulo « (além do ponto A da Fig. 51.6) o ponto de
separacao situa-se mais préoximo dobordo de ataque (Fig. 51.7b) e aresisténcia de forma
passaa contribuir mais para aresisténcia de arrasto. Neste trecho a for¢a de sustentacao
continua a aumentar, se bem que mais lentamente, com o aumento de a enquanto are-
sisténcia de arrasto aumenta mais rapidamente, principalmente por causa do aumento
da espessura da esteira. O aumento do angulo de ataque vai aproximando o ponto de
separacao do bordo de ataque e aumentando a espessura da esteira até que atingindo o
ponto B daFigura51.6 aforca de sustentacao atinge seu maior valor e aforca de arrasto é
também muito grande. Deste ponto critico em diante a asa perde sustentacao, i.e., entra
em estol.

E importante considerar a distribuicdo de pressdo em torno de outros corpos assi-
meétricos além da asa. As Figuras 51.8 e 51.9 mostram, respectivamente, o caso de um
automével e o de um prédio.
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Nos corposperfilados o arrasto devido a dissipacao de energia na esteira estreita (Fig.
51.7a) é uma parte importante do arrasto total e tem o nome de arrasto induzido. Para
levar em conta o arrasto induzido devemos considerar o escoamento suficientemente
afastado do corpo.

No movimento de corpos parcial ou insuficientemente submersos em liquido é ne-
cessdrio levar em conta no valor do arrasto a resisténcia correspondente a formacao de
ondas na superficie livre do liquido. Também quando um corpo se move nas proximida-
des de outro corpo ou de paredes sélidas é necessdrio levar em conta a forca de atragio.
Finalmente, quando um corpo estd animado de um movimento acelerado emrelagdo ao
fluido existe uma forc¢a de arrasto proporcional a aceleracao e, essa for¢a tem o mesmo
efeito que o aumento da inércia do corpo.
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Capitulo 52

Controle de separacao da camada-limite

A separacao da camada-limite acarreta a formagdo de redemoinhos que acabam por
ser arrastados pela corrente fluida e sofrer degradagao por acao das forcas viscosas. A
formacao, arrastamento e degradacao dos redemoinhos em turbilhdes dissipa as ener-
gias de escoamento transformando-as em calor. Esse consumo de energia € importante
no escoamento em difusores, vélvulas, curvas e outros acidentes de condutos forca-
dos. Nesses casos, a separacdo pode ser controlada pelo perfilamento dos obstaculos,
arredondamento das curvas e diminuic¢do do dngulo de divergéncia de alargamentos.

No desenho de avides e de veiculos espaciais em geral, o controle da separacado é
importante para aumentar a estabilidade do voo, diminuir o consumo de combustivel,
e permitir que velocidades mais elevadas sejam atingidas. Todos os componentes do
veiculo devem ter um perfil aerodindmico para que seja menor a resisténcia de arrasto.
Apesar disso, mesmo em objetos perfilados, ocorre o crescimento da camada-limite que
leva a sua separacdo. O controle da separacdo é entdo principalmente o controle do
crescimento da camada-limite. Consideremos a seguir uma classificacdo dos principais
meétodos de controle.

Movimento da parede do corpo. Por meio deste método procuramos evitar a forma-
¢aodacamada-limite. A velocidade relativa, i.e., a diferenca entre a velocidade do fluido
e ade parede é responsavel pela formacao da camada-limite. Portanto, a maneira 6bvia
de evitar aformacao consiste em tornar nula a velocidade relativa, i.e., em fazer com que
aparede se mova com a corrente fluida. No caso do cilindro de secao circular a aplicacao
destemétodo érelativamente simples. AFigura52.1 mostraa configuracdo daslinhasde
corrente em torno de um cilindro animado de um movimento de rotagdo. Na parte su-
perior a parede e o fluido movimentam-se no mesmo sentido e a separacdo é eliminada.
Na parte inferior, onde o sentido do movimento do fluido é contrério ao do cilindro, a
separacao é apenas parcial.

Neste caso, aaceleracao do fluido na parte superior e o seuretardamento na parte in-
ferior fazcom que a pressd@o em cima sejamenor do que a pressdao em baixo, o que produz
uma forga de sustentacdo. O aparecimento da sustentacao pela rotacao do corpo tem o
nome de efeito Magnus. Se o cilindro ndo estivesse animado do movimento de rotacao
aforca de sustentacgdo seria nula. Para outros formatos dos corpos a movimentagdo da
parede é mecanicamente complicada e dispendiosa, de modo que este método ndo teve
ainda aplicacdo.
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Figura52.1

Aceleracdo da camada-limite. Estemétodo consiste em fornecerenergiaasparticulas
fluidas que estdo sendo retardadas na camada-limite. Essa energia pode provir de um
soprador especial colocado no interior do corpo (Fig. 52.2) ou diretamente da corrente
fluida através de fendas que ligam a camada-limite retardada a zonas de pressao mais
elevadas (Fig. 52.3). A fenda entre a aba (“flap”) e o corpo de asas de avido funciona
perto do bordo de fuga, do mesmo modo que afenda perto do bordo de ataque da Figura
52.3. Esses processos tém sido empregados com sucesso para controlar a separagao e
aumentar a forca de sustentacdo. A Figura 52.4 é um diagrama polar (C; locado com C,)
que mostra a influéncia da fenda frontal e da fenda da aba na sustentacdo e no arrasto.

7 /’/’%
e B

Figura 52.2 Figura 52.3

SR
C, \

Figura52.4 Figura 52.5
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Succdo. Por este método o fluido retardado é retirado da camada-limite, através de
umafenda, antes quehajaaseparacao, (Fig. 52.5). Ajusante dafendaforma-seumanova
camada-limite capaz de vencer um certo gradiente adverso de pressdo. Este método é
usado também para reduzir a resisténcia de arrasto ndo sé por evitar a separagao como
por deslocar para o bordo de fuga o ponto de transicdo de camada-limite laminar para
turbulenta.

Perfis laminares. Certos formatos retardam a transicdao do escoamento laminar para
o turbulento, desse modo diminuindo a resisténcia de arrasto. Nos modernos perfis de
pequeno arrasto a camada-limite fica sujeita a um gradiente favordvel de pressado até
préximo do bordo de fuga: esses sdo chamados de perfis laminares. Na prética a succéo
dacamada-limite retardada e o emprego de desenhos de baixa resisténcia de arrasto sdo
os métodos mais usados para combater a separacao.

Camada-limite laminar sujeita a um gradiente de pressao

Na camada-limite que se forma na placa plana consideramos constantes a velocidade
U, € a pressdo P imposta pelo escoamento ideal interior. Com isso, o gradiente dP/dx
aolongo daplaca é evidentemente nulo e a equagdo (47.5) de Prandtl indica que junto a
parede (y = 0), 8°v/dy? = 0. Este resultado foi empregado como condicdo de contorno
para a determinacao das constantes do perfil

v=a+by+cy*+dy’. (48.14)

Por outrolado, na entrada de tubula¢des ou aolongo de paredes curvas, tanto a velo-
cidade v,, quanto a pressdo imposta na camada-limite variam ao longo do escoamento,
i.e.,0P/0x #0.

Na entrada de dutos (Fig. 46.2) tanto a velocidade v quanto a pressdo imposta P
sdo constantes ao longo de uma secéo transversal do miolo ideal. Em torno de paredes
curvas, entretanto, a velocidade v, e a pressdo imposta P variam ao longo de um raio
curvatura (Fig. 50.2). Para simplificar a andlise do escoamento em torno das paredes
curvas adotamos um sistema de coordenadas curvilineas ortogonais cujo eixo x segue
a dire¢do da parede enquanto o eixo y lhe é perpendicular (Fig. 52.6). Nesse caso, for-
mamos em torno do corpo uma rede que consiste de curvas paralelas a parede e retas
perpendiculares as curvas. Admitindo que a curvatura ndo sofre variacdes bruscas, po-
demos considerar constante a velocidade v aolongo de umeixo y, i.e., podemos admitir
igual espacamento entre as curvas paralelas. Com esse sistema de coordenadas as equa-
¢oes de Prandtl da camada-limite (eqs. 47.5,47.6 e 47.7) podem ser aplicadas ao caso de
paredes curvas.
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Figura52.6

Suponhamos entao que o perfil da velocidade na camada-limite de uma parede
curva é expresso por um polindmio do terceiro grau (eq. 48.14). Essa expressdo deve
satisfazer as condicoes limites da placa plana

y=0, v=0,
y=0, V="l
y=0, 0v/dy=0,

e ainda a condi¢do que exprime o gradiente finito de pressdo, baseada na equacao de
Prandtl (eq. 47.5) aplicada junto a parede onde y = 0

oP

o= _N(azy)yzo‘ (52.1)

oy

Levando em conta o valor de P/0x dado pela equacdo de Bernoulli (eq. 47.4) e lem-
brando que dentro da camada-limite a pressdo P ndo variacom y nemavelocidade com
x, podemos escrever esta tltima equagdo do seguinte modo

(dzl/) _1dP _ 11/ dv,, (52.2)
dy?)y-o pdx v T dx’ ’
Aplicando as quatro condicoes de contorno ao perfil (eq. 48.14), foram determinados os
seguintes valores das quatro constantes,

0

= (3/2)(v4/6),

= —1/2)v(dvy/dx),
= —(1/2)(v/6%.

QU o T
|
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Portanto, o perfil da velocidade na camada-limite laminar sujeita a um gradiente de
pressdo é expressa por

yi:(3/2+)L/2)%—A(%)Z—(%—%)(g)g. (52.3)

O parametro A é definido por

A= 5_2% (52.4)
v odx )
Atensdo de cisalhamento na parede é dada por
dv 3 A\ vs
Y 0 I A 52.5
To N(dy)yzo w3+3)% (52:5)

Substituindo na equacao integral de von Karmén (eq. 46.14) o perfil expresso pela
equacdo (52.3) eatensdo pela equagao (52.5) e integrando resulta

280 280 420

(35 - ol o - Ao pza- (352

— _— 52.6
Pax dx . \272)75 (52.6)

Substituindo nessa expressao o valor de dv/dx expresso pela equagdao (52.4) e
simplificando temos

(52.7)

oo

d[(39 A /12)2 ]:%(3 A /12)'

dx!\280 280 420 s 2 4 12

Esta expressdo é uma equacgdo derivada total de primeira ordem e permite calcular a
espessura 6 da camada-limiteem funcdo da distancia x. A integracao pode ser efetuada
por um método gréfico ou numérico desde que se conheca a variacdo da velocidade
dv,,/dxaolongo daparede.

Na equacao (52.7) o parametro A depende do valor de § conforme expresso pela
equacao (52.4). Arelacdo v — x é ditada pelo escoamento ideal exterior a camada-limite.

Variacao do perfil da velocidade na camada-limite

Operfil v— y davelocidade na camada-limite sujeitaa um gradiente de pressdo depende
dovalor desse gradiente conforme mostram as equacoes (52.2). Ovalorde dv,,/dx pode
ser expresso em funcao do parametro A através da equacao que o define (eq. 52.4). Por-
tanto, a variacdo de curvatura do perfil junto a parede pode ser analisada através das
expressoes

d*v _1dp _ Voo
( )y:o 2 (52.8)

dy*)yeo pdx T

De acordo com o sinal de dv/dx podemos ter as seguintes possibilidades:

a) dP/dx < 0. Nesse caso, o perfil é representado pela Figura 52.7a e sua curvatura
que deve satisfazer a condicdo: y = 6, dv/dy = 0, é dada pela Figura 52.7b. A
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variacdo da curvatura junto a parede deve obedecer a equacao (52.8), i.e., deve
ser negativa; portanto, d*v/dy* deve ser negativo ao longo de toda espessura da
camada-limite, pois quando y = §, d*v/dy* = 0 (Fig. 52.7¢). O valor de A segundo
aequacao (52.8) deve ser positivo.

b) dP/dx > 0. Nesse caso de gradiente adverso de pressao o perfil pode ser represen-
tado pela equacdo (52.8a) e a sua curvatura pela Figura 52.8b. Vemos que existe
um ponto de inflexdo (P1.) onde a derivada segunda é nula. A equacao (52.8) in-
dica que a variacdo da curvatura deve ser positiva junto a parede e a condigdo de
contornoem y = 6 exige que aderivada segundasejanovamente nulanesse ponto.
Portanto, a variacdo da curvatura deve ser expressa como mostra a Figura 52.8c. O
valor de A de acordo com a equacao (52.8) deve ser negativo.

(@) (b) (©
y y y
O | \ / |
x dv/dy d?v/dy?
Figura52.7
(@) (b) (©
y y y
x dv/dy a2v/dy? ©

Figura52.8

Ponto de separacao

No ponto deseparagdo o gradiente davelocidadejunto a parede énulo, i.e., (dv/dy),—y =
0. Deacordo com aequacao (52.5), quando a curvatura do perfil da parede é nula, temos

(g+%)%’°:o. (52.9)
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Portanto, como v,, e d ndo sdo nulos, aum valor de A = —3 corresponde o ponto de sepa-
racao. Para maiores valores negativos de A, (dv/dy) < 0 haverd reversao do escoamento
junto a parede. Vemos que o valor de A determina o perfil da velocidade e por isso é
chamado de pardametro de forma.

As equacodes da camada-limite s6 podem ser aplicadas ao escoamento a montante
do ponto de separacdo. Se esse escoamento é laminar o crescimento da camada-limite
pode ser calculado pela equacao 52.7 e esses célculos determinam também o valor
do parametro de forma A. Verifica-se que A tem um valor positivo nas proximidades
do ponto de estagnacao do bordo de ataque, passa a ter um valor nulo no local onde
dP/dx = 0 e dai um valor negativo na regiao onde a pressao aumenta na direcao do es-
coamento. Quando o pardmetro de forma atinge um valor —3 a camada-limite laminar
separa-se da parede. Neste ponto a espessura da camada-limite pode ser colocada pela
equacdo (52.7) colocando A = —3.

Cilindro
A teoria hidrodindmica indica que no escoamento ideal em torno de um cilindro de
secdo circular arelacao v,, — x nasuperficie do cilindro é expressa por
2x
voo=2v0sen(3), (52.10)

onde v, é avelocidade constante de ataque, x a distancia a partir do ponto de estagnacdo
dobordodeataquee D éodiametrodo cilindro. Nasvizinhancas do ponto de estagnagdo
o seno pode ser substituido pelo dngulo, portanto,

Voo =40,y(x/D). (52.11)

Com essas relacdes, podemos entdo calcular o crescimento da camada-limite até o
ponto de separacdo empregando para isso a equacgdo (52.7). Aplicando a equagao de
Bernoulli entre um ponto no escoamento incidente onde a velocidade é v, e a pressao
P,, e um ponto no escoamento deformado pela presenca do corpo, onde a velocidade é
veapressao é P, resulta

P:P0+p%§[1—4sen2(23x)]. (52.12)
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Capitulo 53

Circulagao davelocidade

O conceito de circulacdo de velocidade no escoamento de fluidos é muito ttil para o
estudo matematico da sustentacao de corpos e da teoria geral de corpos perfilados, tais
como asas e pds ou palhetas de bombas, turbinas, sopradoras, compressores rotativos.
Consideremos como naFigura53.1 umatrajetéria fechada tracadaem um dado instante
na superficie de drea S de um volume de controle de um fluido em escoamento. Este
escoamento estéd configurado por diversas linhas de corrente ¥ que cortam a trajetéria
fechada. A circulagdo I" é definida como a integral delinha do vetor velocidade em torno
datrajetoria fechada, i.e.,

F:jgvcosadL, (53.1)
L

onde vcosa é o componente tangencial da velocidade ¥ no segmento infinitesimal de
comprimento dL da trajetéria. As unidades da circulacao sao dadas, como exemplo,
por m?/seg e o seu sentido positivo (indicado na Fig. 53.1) segue a regra da mao direita
em relacdo ao vetor 58 representativo da drea de superficie do volume de controle. Por
outro lado, podemos usar a definicao do produto escalar para definir a circulacdo da
velocidade por

r= 55 v-dlL. (53.2)
L

De um modo geral, a integral de linha de qualquer funcao continua f de um campo
vetorial, entre os pontos Ae Bdeuma curvatracadanesse campo, é definida por f/f f dL.
Quando a curva é tragcada em um campo de forcas, a integral de linha define o traba-
lho [ /f F-dL ie., o produto do deslocamento pela forca no sentido do deslocamento.
Quando a curva é fechada e a fungdo é a velocidade 7, a integral de linha define a
circulacdo davelocidade (eq. 53.2).

Decompondo os vetores velocidade e o deslocamento segundo os eixos cartesianos
(x, ¥, z), podemos também definir a circulagdo pela expressao

T= f(vxdx+ v, dy+v.dz). (53.3)
L

A trajetéria tragada no fluido em escoamento para a defini¢do da circulacao da ve-
locidade € na realidade uma linha fluido, i.e., uma linha constituida de particulas do
fluido.
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Figura 53.1

Transformacao da integral de linha em integral na area

Consideremos um elemento retangular de drea no plano (x, y) de escoamento bidimen-
sional (Fig. 53.2). Aplicando a equacao (53.2) a trajetéria fechada de A'B'C'D'A’, que no
limite circunda a drea infinitesimal dS = dxd y, temos

ov ov,
dr = vxdx+(vy+ 6_xy)dy_ (vx+ 5 dy)dx— v, dy. (53.4)
Uma vez simplificada essa equacao, resulta
ov, oJv
[=(=—-—"|dxdy. 53.5
(55 ay) xdy (53.5)

Tal como fizemos na Figura53.1, podemos dividir uma superficie qualquer S, circun-
dada por uma trajetéria fechada, em um certo ntimero de pequenas areas 6 S. E evidente
que as somas das circulagdes em torno dessas pequenas dreas é igual a circulacao na tra-
jetéria envoltéria porque, tendo em vista que todas as linhas interiores sdo percorridas
duas vezes em sentidos contrérios, a circulagdo interior é nula. Segue-se que conside-
rando a proje¢ao da drea S no plano (x, y), a circulacdo na curva envoltéria pode ser
calculada pela expressao

ov, OJv
I'=9(.d dy)=¢|—=2 - =—=\|dxdy. 53.6
ng(U x+v,dy) f;(ax dy) xdy. ( )
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A
v +0v dy

D R oy c'
dy
vt v +0v dx
vy 7y
Sx 0x
A v, B’
Figura 53.2

Esta equacao relaciona uma integral de linha com uma integral de 4rea e fornece mais
uma definicdo da circulacdo da velocidade.

Considerando as trés projecoes de superficie S qualquer nos trés planos cartesianos
normais aos eixos (¥, y, z), podemos definir a circulagcdo nalinha de contorno de S pela
expressao

F:ﬁ(%— %l;)dxdy+£(%l;x - %)dydx+j€(%v; - (Z;)dxdz. (63.7)

Esta expressdo representa o Teorema de Stokes no caso em que a funcdo continua € a
velocidade.

Relagao entre circulagao e rotagao

Existe uma intima relacao entre a circulacao de velocidade em torno de uma curva fe-
chada tracada no fluido em escoamento e a rotagdo do fluido. Essa relacao pode ser
vistaimediatamente pelas equacdes precedentes. Assim, na equacao (53.5) o termo en-
tre parénteses representa o dobro do componente x da rotacao do fluido, conforme foi
definido pela equacao (15.5) e, portanto, aquela equagdo pode ser expressa por

=2w,=T, 53.8
s, ) (53.8)

onde dS, representa a drea dxdy projetada no plano perpendicular ao eixo z, w, é a
rotacdaoemtorno desse eixo derotagdoe T, é o componente z dovetor turbilhdo definido
pela equacdo (15.22). Vemos, entdo, que a rota¢ao ou o turbilhdo do movimento pode
ser considerado como avariacdo da circulagdo da velocidade em torno de uma drea, i.e.,
enquanto o turbilhdo mede a intensidade local de rotagédo do fluido em movimento, a
circulacdo em torno de umaregido finita de fluido indica a rotacao total da regido.
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Considerando o escoamento tridimensional, a equacao (53.7) pode ser expressa por

r
—=fwzdxdy+fwxdydz+fwydxdz, (53.9)
2 S S N

onde w,, w, e w, sd0 os componentes cartesianos do vetor rotacdo definidos pelas equa-
¢oes (15.5) a (15.7). Chamando de ¢, m e n os cossenos diretores da normal a uma
pequena area 6 S (Fig. 53.1), podemos escrever a equacao (53.9) do seguinte modo

Fsz{(ﬁwx+mwy+nwz)dS. (53.10)
S

Chamando de w, o componente darotacdo emrelacao anormal dasuperficie, temos

FszwndS:andS, (63.11)
s s

onde T, é corresponde a componente normal do vetor vorticidade.

Podemos agora tirar algumas conclusdes gerais concernentes a circulacdo e a rota-
¢ao. Quando o escoamento € irrotacional, as equacgdes (15.8) e (15.10) mostram que o
lado direito da equacdo (53.7) (ou da equacao (53.9)) é nulo, i.e., a circulacdo da veloci-
dade é nula em torno de qualquer trajetéria fechada tragada no campo do movimento.
Por outro lado, se a circulacdo em torno de todas as curvas fechadas é nula, o escoa-
mento é forgosamente irrotacional. Essas conclusdes sdo validas desde que o contorno
nao inclua um ponto singular, i.e., desde que a velocidade seja uma fun¢do continua da
posicdo do campo de escoamento.

Representacao vetorial da circulagiao

A equacdo (53.2) definiu a circulagdo como a integral de linha do produto escalar da
velocidade pelo deslocamento ao longo de um contorno fechado. Aplicando o teorema
de Stokes podemos exprimir a circulagao por

r:fﬁ-di:frotﬂ-dzzj{idi (53.12)
L S S

O operador rotacional rot? = V - ¥ foi definido pela equacao (15.21) em funcado dos
componentes cartesianos de v.

Assim como definimos alinha de corrente como umalinha que é sempre tangente ao
vetor velocidade, continuamos a chamar de linha de turbilhdoou linha de vorticidade a
linha que em todos os seus pontos sdo tangentes ao vetor turbilhao ou vetor vorticidade
T. Deste modo temos também o tubo de turbilhdoou tubo de vorticidade que é limitado
pelaslinhas de turbilhdo que passam por uma curva fechada tragada no fluido em esco-
amento rotacional. O tubo de vértice é entdo andlogo ao tubo de corrente, i.e., podemos
dizer que o fluxo de vorticidade permanece constante ao longo do tubo de vorticidade.
A equacdo (53.12) mostra que o fluxo de vorticidade ao longo do tubo de vorticidade é
igual a circulacdo da velocidade em torno de uma curva fechada que circunda o tubo.
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Conservacao da circulagiao

Provaremos a seguir que, em um fluido ideal, a circulagdo da velocidade em torno de um
contorno fechado tragado no fluido em movimento é constante em relagao ao tempo

(Teorema de Kelvin), i.e.,
D f v-dL|/Dt=0.
( A )/

Consideremos um contorno tragado no fluido em um dado instante. Este contorno
é constituido de particulas que no correr do tempo se movimentam, acarretando o mo-
vimento do contorno. O nosso objetivo € determinar a variagao com o tempo da circu-
lacdo em torno de um contorno que se movimenta no campo, i.e., calcular a derivada
substantiva DI'/D¢. O deslocamento dL ao longo do contorno € igual a diferenca dr
entre os vetores posi¢cao das pontas do elemento d L.

Derivando a equacao (53.12) em relacao ao tempo, levado em conta que tanto a
velocidade quanto também a forma de contorno podem variar, temos

D (. Dv L, Ddr
—jgv-dr:yg—-dr+j§v- . (53.13)
Dt L LDt L Dt

Avelocidade 7 é aderivada em relagdo ao tempo do vetor 7, portanto, nesta expressio

Ddr7 1
p=— =-di=d(5v’). (53.14)

Dt 2
A integral ao longo de um circuito fechado de um diferencial total é nula, portanto, na
equacdo (53.13) énulo o segundo termo do segundo membro, i.e., fL d(v?/2) = 0. Segue-

se que aequacio (53.13) reduz-se a

D DD
—jfa-dfz ZVar. (53.15)
Dt ) Dt

Nestaequagao aaceleracao substantiva DU/ Dt pode ser expressa pela equacao de Euler,
equacao (11.9)

-

D 1
e =gradQ — —grad P, (11.9)
Dt p

onde Q) é o potencial do campo gravitacional. Portanto, a equac¢do (53.15) pode ser
escrita

D 1
—f 17~d‘r’=f(gradﬂ— —gradP)d?. (53.16)
Dt J; L o

De acordo com o teorema de Stokes expresso pela equagdo (53.12), o segundo
membro da equacao (53.16) é dado por

1 1
f(gradﬂ -— gradP)d? = frot(gradQ -— gradP)dE. (53.17)
L p s Y

Sabemos entretanto que o rotacional do gradiente de uma funcao é nulo, portanto,
se 0 escoamento é homogéneo, i.e., se a massa especifica p s6 depende da pressao P e o
segundo membro da equacdo também é nulo, temos
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D . ..
__fywnzo, (53.18)
Dt

ouseja, como d7 =dL,

r:fﬁdi:@% (53.19)
L

Esta é a expressdo do teorema de Kelvin que queriamos demonstrar.

Como consequéncia do teorema de Kelvin e da relacdo entre circulacdo e rotacao
podemos concluir um escoamento ideal, homogéno e irrotacional permanecerd sem-
pre irrotacional com o decorrer do tempo. Este fato pode ser explicado porque as forcas
de pressdo e de campo ndo podem atuar tangencialmente para modificar o “estado” de
rotacdo. No caso de escoamento real, como ocorre por exemplo na camada-limite junto
a paredes s6lidas, ou como ocorre também nas proximidades de descontinuidades de
velocidade (mesmo no escoamento ideal), o estado de rotacado pode ser alterado. Entre-
tanto, o teorema de Kelvin pode ser estendido ao escoamento real (viscoso), desde que
nenhum turbilhao cruze alinha fluida em torno da qual a circulacio é definida.

E importante observar que o teorema de Kelvin inclui as restricdes de fluido
homogéneo e de campo de forcas conservativas, tal como o campo gravitacional.
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Capitulo 54

Exemplos de calculo da circulacao

Circulacao em um circuito retangular de um escoamento cisalhante

Consideremos a circulacao no sentido contrério ao dos ponteiros de um relégio no cir-
cuito retangular ABCDA da Figura 54.1. Admitamos que no instante considerado os
componentes da velocidade sdo expressos por

v, =ky, v, =0, v,=0, (54.1)

i.e., 0o escoamento é uniforme e o gradiente de velocidade é linear. A circulagao pode ser
calculada pela alocacdo daequacao (53.2), i.e.,

r:fﬁdi:f ﬂ.di+f l7~di+f ﬁ.di+f 7-dL. (54.2)
L AB BC CD DA

Nesta expressao, [, -dL = [,, v.cosadL énulo porque em y = 0, junto a parede, v, é
nulo. As integrais ao longo de BC e D A também sdo nulas porque v, = 0. Temos ainda
que v, = k&,cosa =—1e [., dL = b. Logo,

I'=-kbbd=-CS, (54.3)

i.e., acirculagao é finita e proporcional a drea 6 b do circuito.

UX:kS D

Figura54.1
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Circulacao em trajetérias circulares (vortices)

No caso do vértice livre (vortice potencial) a velocidade v do fluido em um circulo de raio
r é expressa pela equacao (17.13), i.e.,

vr=C", (17.13)

Portanto, a circulagdo f; vcosadL é dada por

I'=2nrv=C_%, (54.4)

e é frequentemente chamada de for¢a de vortice. Vemos que apesar do vortice livre ser
umtipo de escoamento irrotacional, a circulacdo é finita porque a trajetéria considerada
inclui um ponto singular, que é o centro do vortice onde a velocidade é infinita. A circu-
lagdo em torno de uma trajetéria que ndo inclui o centro do voértice é entretanto nula.
Verificamos isso considerando a trajetéria ABCD Ana Figura 50.2.

No caso de vortice for¢ado, que é um exemplo tipico de escoamento ideal rotacional,
avelocidade do fluido é expressa pela equacao (17.9), i.e.,

vir=w=C", (17.9)

onde w é a velocidade angular das particulas fluidas sujeitas ao escoamento circular.
Neste caso, a circulacdo é dada por

I=2nrv=2nr’w. (54.5)

Esta expressao mostra que a circulacdo em um vortice forcado é igual ao dobro do
produto da velocidade angular pela drea do circulo.

No caso do vortice de fluidos viscosos, o escoamento pode ser considerado irrotaci-
onal exceto no miolo em torno do centro, onde o atrito viscoso é importante e o fluido
gira como um corpo sélido (Fig. 17.4). No centro entao a circulacao deve ser calculada
pelaequacio (54.5).

Circulacao e sustentacao

No estudo das forcgas de arrasto e sustentacdo vimos que quando a configuracgao do es-
coamento em torno de um corpo € simétrica, a forca total ou forca semelhante é igual
aforca de arrasto, i.e., a sustentacao é nula. Isto é verdadeiro porque a distribuicao da
pressdo em torno do corpo é simétrica (Fig. 50.2). Vimos, também, no estudo do con-
trole da separa¢do da camada-limite que a rotacao de um cilindro (Fig. 52.1) provoca
uma distorcao da configuracdo simétrica original e consequentemente a modificacao
dadistribuicao da pressdo e producao daforca sustentacgio, i.e., daforca perpendiculara
direcdo do escoamento incidente (efeito Magnus). A nova configuracao distorcida (Fig.
54.2a) pode ser determinada por superposicdo de duas configuracdes de escoamento
ideal irrotacional, i.e., pela soma vetorial das velocidades do escoamento paralelo (Fig.
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Figura 54.2

54.2a), com as do escoamento circular (vortice livre) (Fig. 54.2b). Neste tltimo escoa-
mento uma linha de corrente circular, onde a velocidade é igual a velocidade periférica
do cilindro rotativo, substitui para todos os efeitos este cilindro.

Com o auxilio dessa superposi¢do dos dois escoamentos ideais podemos mostrar
que a circulacdo I' tem uma estreita relacdo com a sustentacdo F; mesmo quando a
rotacdo do cilindro imerso em uma corrente é nula.

A velocidade em qualquer ponto na superficie do cilindro imével sujeito ao esco-
amento paralelo puro é expressa pela equacdo (52.10), onde agora representamos v,
simplesmente por v e 2x/D pelo angulo vy, i.e.

v =2v,seny. (54.6)

Poroutrolado, avelocidade no circulo equivalente a superficie do cilindro imével su-
jeito aovérticelivre pode ser expressa em funcao da circulagdo com o auxilio da equagéo
(54.4),1.e.

v=—) (54.7)

onde R é oraio do cilindro circular.

A superposicdo dos dois escoamentos puros, i.e., a soma vetorial das velocidades
dos escoamentos componentes em cada ponto fornece a velocidade na superficie do
cilindro:

r
v=21,seny+ ——. 54.8
0 Y 2nR ( )

Portanto, com esta expressao, mostramos que a configuracdo da velocidade em torno
do cilindro circular de fato depende da circulacao I'. Mostramos a seguir, pela explica-
¢ao da equagdo de Bernoulli, que a configuracao da pressdo estd ligada a circulagdo. No
escoamento incidente suficientemente afastado do cilindro a velocidade é v, e a pres-
sdo P,. Aplicando a equacdo de Bernoulli entre um ponto qualquer a montante e um
outro ponto na superficie do cilindro onde a pressdo é P e a velocidade é v expressa pela
equacao (54.8), temos
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P=P0+%p[vé—(Zvosenyﬂ-%)z]. (54.9)

De posse dessa expressao que fornece adistribui¢cao da pressdo nasuperficie do cilindro,
podemos calcular a for¢a de sustentacdo F; que é dada por

2
F, :f PRsenydy. (54.10)
0

Esta forc¢a atua transversalmente a um elemento de drea da superficie do cilindro por
unidade de comprimento. Substituindo o valor do P nesta tiltima equacao, temos

F,= fozn «{PO + %p[vé - (Zvoseny+ %)2] }R seny dy. (54.11)

Nesta expressdo [, senydy =0, [;" sen’ydy = 0e [;" sen’y dy = 7 portanto,

F,=-pyI. (54.11)

Estarelacdo é conhecida com o nome de equagdo de Kutta-Zhukovskiie pode ser consi-
derada como uma expressao de um teorema que vale para cilindros de qualquer formato
imerso em um escoamento ideal, irrotacional, incompressivel e bidimensional. Se-
gundo esse teorema, acombinacgdo da translagdo com o vértice produz uma forca trans-
versal diretamente proporcional ao produto da velocidade incidente pela circulacao
(forca do vortice). Na Figura 54.2c a circulacdo da velocidade é negativa e a velocidade
v, € positiva, portanto, a forca de sustentacao € positiva.

Aplicando a expressao da velocidade resultante na superficie do cilindro, equacao
54.8, aos pontos de estagnacdo, onde v = 0, temos

r
47mRvy,’
Portanto, alocalizacao dos pontos de estagnagao depende da razao entre a circulacdo e
avelocidade de translacao v,. Podemos ter os seguintes casos:

(senf),-, = (54.12)

(a) T <4mRuv,. Neste caso, existem dois pontosno circulo representativo dasuperficie
do cilindro onde a velocidade é nula (Fig. 54.2¢).

(b) T = 4nRv,. Neste caso os dois pontos coincidem em y — an/2 (Fig. 54.2a) e a
velocidadeemy = /2 éigual a4v,.

(c) T >4nRv,. Neste caso a velocidade na superficie do cilindro segue a dire¢ao cor-
respondente a circulacao e o ponto de estagnagdo desloca-se para baixo ao longo
dalinha BD conforme aumenta o valor da circulagdo (Fig. 54.2b).

Em qualquer dos casos, o efeito da circulacdo é aumentar a velocidade e, portanto,
diminuir a pressao em cima do cilindro e portanto aumentar a pressdao embaixo do
cilindro. Consequentemente isso resulta em um aumento de sustentacdo do cilindro.

As equacoes (54.6) a (54.12) valem para o escoamento ideal segundo o qual a veloci-
dade na superficie do cilindro rotativo € finita e igual a velocidade periférica e, portanto,
aforcadearrasto é nula.
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Capitulo 55

Teoria de asa de envergadura infinita

A equacio de Kutta-Zhukovskii, que foi deduzida para o caso particular do cilindro cir-
cular rotativo, pode ser aplicada a corpos de outros formatos. O estudo da sustentacao
de corpos perfilados em geral ou, especificamente, de asas de avido é de grande impor-
tancia pratica. Como o efeito das extremidades altera a configuracdo do escoamento, a
equacao de Kutta-Zhukovskii deduzida para o cilindro infinito deve ser aplicada a asas
de envergaduras infinitas, i.e., 0 escoamento deve ser bidimensional. Cilindros ou asas
colocadas transversalmente ao escoamento e confinados entre paredes paralelas em
secoes de teste de tineis de vento comportam-se como corpos infinitos.

Aplica¢ao da equacao de Kutta-Zhukovskii ao escoamento viscoso

Apesar da equacdo (54.11) ter sido deduzida para um escoamento ideal irrotacional, os
resultados experimentais obtidos com modelos de asas colocadas em ttneis de vento
provaram que é boa a concordéncia entre a teoria e a pratica, desde que o angulo de
ataque do escoamento emrelacdo a corda da asa seja relativamente pequeno. Em geral,
aequacao de Kutta-Zhukovskii fornece valores de sustentacao que sao mais altos do que
os observados e este desvio aumenta com o aumento do angulo de ataque. A teoria nao
levaem conta a atuacao das forcas viscosas, i.e., despreza aresisténcia da camada-limite
e da esteira; dai a discrepancia entre a observacdo e a teoria. Como a teoria ndo leva em
conta a forca de arrasto, podemos concluir também que a discrepancia serd tanto maior
quanto maior for arazao entre a sustentacdo e o arrasto.

Producio de circulagao

No caso do cilindro, a circulacdo é produzida por seu movimento rotativo, que
transmite-se ao fluido real pela acdo da viscosidade. O entorno de uma asa, entretanto,
nao estd sujeito aumarotagdo propria, a produgdo da circulagdo é atribuida a producao
deum vértice inicial.

Quando uma asa partindo do repouso é posta em movimento, a corrente fluida
separa-se no bordo de ataque e encontra-se outra vez no bordo de fuga. Logo no ini-
cio da translacao da asa o encontro das correntes separadas produz um vértice, porque
avelocidade do fluido que percorre a parte inferior da asa € maior do que a da parte su-
perior (Fig. 55.1). Este é o chamado vortice inicial. Apés o inicio do movimento da asa
0 escoamento ajusta-se rapidamente, de modo que as duas correntes fluidas atingem
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igual velocidade e ndo ha mais producdo de vortices. O vortice inicial solta-se da asa
logo que esta inicia sua translacao.

gy

Figura 55.1

Vejamos a aplicagdo do teorema de Kelvin a esses fendmenos iniciais transitérios.
Este teorema diz que a circulacdo em uma trajetéria fechada, constituida sempre das
mesmas particulas fluidas, é independente do tempo. Ora, a asa partiu do repouso
quando evidentemente a circulagdo é nula. O teorema de Kelvin diz que a circulacdo em
torno da asa tem que permanecer nula com o correr do tempo (Fig. 55.2); no entanto,
logo que a asa inicia seu movimento de translagdo ocorre a formac¢do de um vértice ini-
cial, nobordo de fuga, cuja forca finita é expressa pela circulacao I'. Esta circulagdolocal
ndo viola o teorema de Kelvin porque a trajetéria é fechada C (Fig. 55.3) e inclui uma
descontinuidade de velocidade. Se tomarmos entretanto um contorno B fixo em rela-
¢do a asa, a circulacdo nesse contorno serd evidentemente de igual valor mas de sinal
contrario ao da circulacao no contorno que inclui o vértice inicial, i.e., a circulagdo no
contorno A que inclui os dois B e C permanece sempre nula.

Y ’_‘

Figura 55.2

Em seguida a partida, o vértice inicial solta-se do bordo de fuga (Fig. 55.4) e, pela
acaodaviscosidade, mistura-se com o fluido, perdendo suaidentidade e transformando
sua energia em calor (atrito induzido). Permanece, entretanto, a circulacao em torno
da asa, que avanca através do fluido. Esta circulacdo é a responséavel pela producao da
sustentacdo expressa pela equagdo de Kutta-Zhukovskii.

Manutencao da circulacio

Vimos que a circulagdo em torno da asa é produzida pelo vértice inicial. Depois de um
intervalo de tempo relativamente curto o vértice inicial solta-se e afasta-se, de tal sorte
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Figura 55.4

que deixe de afetar a circulacao em torno da asa, que passa a ser mantida pela camada-
limite conforme mostramos a seguir. Consideremos a circulacdo em torno da envoltéria
ABCDA tragcada na camada-limite onde admitimos, para simplificar, que o gradiente
de velocidade é linear (Fig. 54.1). A equagdo (54.3) mostra que a circulagdo é finita e
proporcional a 4rea limitada pela envoltéria. Como a camada-limite se forma tanto na
parte superior (circulagdo I';) quanto na inferior (circulagdo —-I')) a diferencaI', —T'; é
igualaT, circulacdo do vortice inicial (Fig. 55.5).

Figura 55.5

A circulacdo I em torno da asa permanecerd constante desde que ndo se alterem
o angulo de ataque e a velocidade de translacao da asa. Qualquer alteracdo no angulo
de ataque ou na velocidade de translacdo provoca a produgdo de um novo vortice que
ajusta a forgca do vértice inicial até o novo valor da circulacdo em torno da asa.
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Teoria da asa de envergadura finita

No caso da asa infinita a distribuicdo da pressao ou da sustentacao ao longo da enverga-
dura é constante, tanto no topo quanto na parte de baixo da asa (Fig. 55.6a). Por outro
lado, na asa de envergadura finita a diferenca entre a pressao em cima e embaixo deve
desaparecer gradativamente na dire¢do da ponta, portanto, as distribuicdes nao podem
ser constantes (Fig. 55.6b). Como a pressdo em cima é maior que a pressao embaixo da
asa, haverd um escoamento de baixo para cima em torno das pontas da asa. Segue-se
que na parte inferior da asa havera uma corrente lateral do centro para as pontas en-
quanto na parte superior essa corrente dirige-se das pontas para o centro. Essas corren-
tes compdem-se com a corrente correspondente ao avango da asa, conforme mostra as
setas em torno da asa finita da Figura 55.7.

FS
- -
LTI
| l i
(@)
(b)

Figura 55.6
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Figura 55.7

338 | MECANICA DOS FLUIDOS



As correnteslaterais formam uma superficie de descontinuidade no fluido que deixa
aasaeacarretam a producao do vdrtice lateral ou vértice de ponta. Em torno da asa, por
suavez, existe um vortice que é chamado de vértice ligado porque esta “preso” a asa que
avanca. A linha do vortice inicial compde com as linhas dos vortices das pontas e a li-
nha do vértice ligado num circuito fechado em torno do qual a circulacao é nula, em
obediéncia ao teorema de Kelvin (Fig. 55.7). No escoamento real o vértice inicial é ra-
pidamente destruido pela acdo das forcas viscosas, entretanto, o vortice da ponta pode
ser evidenciado pela “esteira de vapor” que as pontas da asa deixam no céu, quando as
condicoes de umidade e temperatura do ar sdo favoraveis. Esta esteira é produzida pela
condensacao do vapor da dgua do ar, devido a diminuicao de temperatura que acompa-
nha a diminuicdo de pressao no miolo do voértice lateral. Depois de uma certa distancia
o vortice da ponta também € consumido pela acao das forgas viscosas. A linha do vor-
tice preso juntamente com as linhas dos vortices das pontas remanescentes formam um
circuito em forma de ferradura.

E evidente que a distribuicéo da circulacio ao longo da envergadura de uma asa fi-
nita acompanha a distribuicdo da pressao e da sustentacdo conforme ilustrado na Fi-
gura 55.6b, i.e., nas pontas a circulacdo ligada deve ser nula e no centro da asa deve ser
maxima.

Arrasto e sustentac¢ao induzidos

As circulacoes sobre os vértices das pontas induzem um movimento dirigido para baixo
ou movimento descendenteno fluido que circula sobre uma asa de envergadura finita. A
superposicao das velocidades do movimento descendente e do movimento de avanco
produz uma nova configura¢ao no escoamento a jusante do bordo de fuga da asa. Na
Figura 55.8 mostramos a adi¢do vetorial da velocidade descendente v, com a velocidade
de avanco v, resultando em uma velocidade desviada em relacdo a dire¢do do voo cha-
mada de velocidade induzida v;. O dngulo entre a direcdo da velocidade de avanco v,
e a direcdo da velocidade induzida v; esta representado por € e é chamado de dngulo
descendente.

Se a asa tivesse envergadura infinita ndo existiriam os vortices das pontas, a tinica
velocidade seria v, e a sustentacdo F, seria expressa pela equacao Kutta-Zhukovskii do
escoamento bidimensional F; = —pv,I". Em uma dada se¢do ao longo da envergadura
de uma asa finita podemos considerar que o escoamento comporta-se como no caso
bidimensional, desde que a andlise seja feita ndo mais com a velocidade de avanco v, na
direcao do voo, cujo dngulo de ataque é a, mas sim com a velocidade induzida v;, cujo
angulo de ataque induzido ou efetivo é expresso por

a;=a-—¢e. (55.1)

Portanto, na secdo considerada da asa finita a sustentacdo normal a direcdo de v; pode
ser calculada pela equacao Kutta-Zhukovskii

Fs,i = —pv,—r. (55-2)
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Um observador colocado na se¢do da asa onde a circulacao da velocidade é T é ca-
paz de sentir somente a velocidade v; portanto, de fato, a sustentagao por unidade de
envergadura é expressa pela equacao (55.2).

Na Figura 55.8 a sustentacao F, foi desdobrada na sustentacdo F; normal a dire¢ao
da velocidade original e no arrasto induzido F,;, na direcao de v,. Vemos que o efeito
dos vértices das pontas, por intermédio do movimento descendente, reduziu o dngulo
deataque e deslocou a sustentacao para trés, de tal sorte que anovasustentagao F;; tem
um componente F,; que se opde ao avango. Portanto, em ultima andlise, os vortices
das pontas produzem um arrasto efetivo, mesmo no caso de escoamento ideal. Este ar-
rasto soma-se ao arrasto de perfil (atrito + forma) no caso de escoamento real, viscoso.
Fisicamente, o arrasto (forca ou resisténcia) induzido é representado pela energia ci-
nética (por unidade de comprimento) dos vértices das pontas, que é “consumida’, i.e.,
transformada em calor pelas for¢as viscosas.

Na prética, o angulo descendente ¢ é usualmente muito pequeno, portanto,

Va Fa,i
—= =tge=g, (55.3)
UO Fs
Fs UO

=—=cose=1. (55.4)
Fi; Vi

Segue-se que, de modo aproximado, temos
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Fs,i = Fs! (555)

V; = Uy, (55.6)
Va

a,=a—-e=a——. (565.7)
Vo

Distribui¢ao da velocidade descendente e da circulagao

Tinhamos visto que a distribuicao da circulacdo da velocidade ao longo da envergadura
da asa deve evidentemente acompanhar a distribuicdo da sustentacdo (Fig. 55.6b), i.e.,
deve ser maxima no centro e nula nas pontas. Por outro lado, a velocidade descendente
v, também deve ter uma distribuigdo varidvel ao longo da envergadura, porque acom-
panha a variacdo da velocidade dos vortices das pontas, velocidade esta que compde
com a velocidade de avanco a jusante do bordo de fuga da asa o valor de v. Sabemos que
avelocidade dos vorticeslivres das pontas é expressa pelaequacdo (54.4) e v o< I'/r onde
r éadistanciado centro do vértice. Portanto, v, é inversamente proporcional a distancia
dos centros dos vortices (pontas da asa) em direcdo ao centro, ao longo da envergadura.

Na Figura 55.9, que representa uma secao transversal a dire¢cdo do avanco, mos-
tramos o campo de escoamento descendente. Os maiores semicirculos representam
secoes dos vortices mais afastados das pontas.

Prandtl prova que quando a distribui¢do da sustentacao (ou da circulacao) ao longo
da envergadura é eliptica, a velocidade descendente v, é aproximadamente constante
em toda as se¢des da asa; além disso, o arrasto induzido costal é minimo. Verifica-se
experimentalmente que quando o plano da asa tem o formato eliptico, a distribuicao da
sustentacao é também aproximadamente eliptica. Na Figura 55.10 mostramos o plano
de uma asa formada de duas semielipses e a distribui¢do correspondente de circulacao
que pode ser expressa por

r=ro/[1-(55)] (55.8)
oY 012’ 1 '
onde T, é a circulacdo méxima no centro e x é a distdncia ao longo da envergadura a
partir do centro.

Figura 55.9 Figura 55.10
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Calculo da sustentacao e do arrasto

Os coeficientes de sustentacdo e de arrasto do escoamento tridimensional podem ser
calculados a partir de dados experimentais obtidos com asas de envergadura infinita,
i.e., a partir do escoamento bidimensional. A forca de sustentacdo que atua na asa pode
ser expressa pela equacdo (51.4), onde substituimos a 4rea projetada A, pela drea do
planodaasa, S,i.e.,

F,=C,S=—. (55.9)
Por suavez, o arrasto induzido pode ser expresso por
vy
—. (55.10)

Portanto, dividindo membro a membro e tendo em vista a equacgdo (55.3), temos

Ca,f Fa,i Va
= =, (55.11)
C, F; v

No caso da asa eliptica, a velocidade descendente v, é aproximadamente constante ao
longo da envergadura e o seu valor é dado por

20
A sustentacdo total na asa é obtida por integracao da equacao Kutta-Zhukovskii, onde a
circulacdo varia segundo a equacao (55.9), i.e.,

poonf, rasmpur [ (-5 T"

Vq (565.12)

portanto

¢
F,= pvoro%. (55.13)

Combinando asequacgdes (55.11), (55.12) e (55.13) podemos chegar a seguinte expressdo
do coeficiente de arrasto induzido

S
C, =C*—. 55.14
oy 8”[2 ( )

Arazdo S/¢* é chamada de razdo de aspecto da asa, i.e.,
RA=S/¢°. (55.15)

No caso de uma asa retangular S = ¢ x b e arazdo de aspecto é expressa pelarazao ¢/b
entre a envergadura e a corda.
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Segue-se que o arrasto total da asa no escoamento tridimensional é expressa por
onde C, ; é o coeficiente de arrasto total, C, é o coeficiente de arrasto de perfil do esco-
amento bidimensional, arrasto este de superficie e do arrasto de forma e, C,; é o coe-
ficiente de arrasto induzido. Vemos que quando RA tende para o infinito o arrasto to-
tal tende para o arrasto de perfil. Nos avides de grande raio de acdo ha vantagem em

construir a asa de grande envergadura e pequena corda.

Diagramas polares

A comparacao do mérito dos diversos perfis de asas é usualmente feito em um diagrama
onde colocamos os valores experimentais de C; e C, e marcamos os angulos de ataque
correspondentes, tal como fizemos na Figura 52.4. Este tipo de diagrama é chamado
de diagrama polar. Na Figura 55.11, para uma asa com RA = 7 locamos além da curva
C,—C,aparabola C,—C,;, calculada pela equacio (55.14). E evidente que o afastamento
horizontal entre as duas curvas é igual ao valor do coeficiente de arrasto de perfil C,,.

1,4 |

C-C 15°

0,6
i
a de C,/C, méximo

« de suspenséo nulal

) 01 0,2
Cn

Figura 55.11
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1. Vapor-d'dgua
Condig6es do vapor

Saturado 0a25

Saturado maior que 25

Superaquecido 200 e mais
2.Agua

Servico

Alimentacao de caldeiras

Sucgdo de bombas e linhas de purga
Servicos gerais, recalque de bombas
Abastecimento

3. Dutos e encanamentos
Servico
Dutos de tiragem forcada
Dutos de tiragem induzida
Chaminés
Linhas de agua
Vapor de alta pressao
Vapor de baixa pressao
Vapor sob vacuo
Ar comprimido
Vapor refrigerante
Alta pressdo
Baixa pressao
Liquido refrigerante
Salmoura

Dutos de ventilagdo

4. Hidrocarbonetos liquidos

Servico Viscosidade
Sucgdo de bomba média
Sucgdo de bomba alta
Recalque de bomba média
Recalque de bomba alta

Escoamento por gravidade média
Escoamento por gravidade alta

5. Vapores de hidrocarbonetos
Servico
Topo de torres para condensadores
Vapor tmido
Vapor seco

Pressdo (Ibf/in® man.)

Apéndice 2

Velocidade (m/s)
20a30
30a50
35a100

Velocidade (m/s)
3as
2
2a4
até3

Velocidade (m/s)
10a20
10a15

10
3
50
60280
120
10

5al5
10a30

5ai1s

Velocidade (m/s)
Tla2
0,1a20,3
3as
2a3
la2
2a3

Velocidade (m/s)
até 20
20a40
40a60

Tabela A.2. Velocidades econémicas para a estimativa do didmetro de tubulagGes.
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Apéndice 3

Diam. Schedule Espes. Diam. Area Comp. da circunf. (ft) Capacidade (alft/sec)
exter. parede interno interna ou da superficie (sq.ft/ft) velocidade
in n° in in externo interno U.S. gal/min Ib/hr dgua
0,405 40 0,068 0,2690 0,000400 0,106 0,0705 0,179 89,5
80 0,095 0,215 0,00025 0,106 0,0563 0,111 56,0
0,540 40 0,088 0,364 0,00072 0,141 0,0954 0,323 161,5
80 0,119 0,302 0,00050 0,141 0,0792 0,224 12,0
0,675 40 0,091 0,493 0,00133 0,177 0,1293 0,596 298,0
80 0,126 0,423 0,00098 0,177 0,1110 0,440 220,0
0,840 40 0,109 0,622 0,0021 0,220 0,1630 0,945 472,5
80 0,147 0,546 0,00163 0,220 0,1430 0,730 365,0
1,050 40 0,113 0,824 0,00371 0,275 0,2158 1,665 832,5
80 0,154 0,742 0,00300 0,275 0,1942 1,345 672,5
1,315 40 0,133 1,049 0,00600 0,344 0,2745 2,690 1.345,0
80 0,179 0,957 0,00499 0,344 0,2505 2,240 1.120,0
1,660 40 0,140 1,380 0,01040 0,435 0,362 4,57 2.285,0
80 0,191 1,278 0,00891 0,435 0,335 3,99 1.995,0
1,900 40 0,145 1,610 0,01414 0,498 0,422 6,34 3.170,0
80 0,200 1,500 0,01225 0,498 0,393 5,49 2.745,0
2,375 40 0,154 2,067 0,02330 0,622 0,542 10,45 5.225,0
80 0,218 1,939 0,02050 0,622 0,508 9,20 4.600,0
2,375 40 0,203 2,469 0,03322 0,753 0,647 14,92 7.460,0
80 0,276 2,323 0,02942 0,753 0,609 13,20 6.600,0
3,500 40 0,216 3,068 0,05130 0,917 0,804 23,00 11.500,0
80 0,300 2,900 0,04587 0,917 0,760 20,55 10.275,0
4,000 40 0,266 3,548 0,06870 1,047 0,930 30,80 15.400,0
80 0,318 3,364 0,06170 1,047 0,882 27,70 13.850,0
4,500 40 0,237 4,026 0,08840 1,178 1,055 39,6 19.800,0
80 0,337 3,826 0,07986 1,178 1,002 35,8 17.900,0
5,563 40 0,258 5,047 0,1390 1,456 1,322 62,3 31.150,0
80 0,375 4,813 0,1263 1,456 1,263 57,7 28.850,0
6,625 40 0,280 6,065 0,2006 1,734 1,590 90,0 45.000,0
80 0,432 5,761 0,1810 1,734 1,510 81,1 40.550,0
8,625 30 0,277 8,071 0,3553 2,258 2,115 159,4 79.700,0
40 0,322 7,981 0,3474 2,258 2,090 155,7 77.850,0
80 0,500 7,625 0,3171 2,258 2,000 142,3 71.150,0
10,75 30 0,307 10,136 0,5603 2,814 2,655 252,0 126.000,0
40 0,365 10,020 0,5475 2,814 2,620 246,0 123.000,0
60 0,500 9,750 0,3185 2,814 2,550 233,0 116.500,0
12,75 30 0,330 12,090 0,7972 3,338 3,17 358,0 179.000,0

Tabela A.3. Dimensoes e capacidades de tubos de ago (norma norte-americana— ASA.B-36.10-1939).

APENDICES | 349






Apéndice 4

Espessura Diamet. Area Comprimento da Velocid. Capacidade
da parede interno interna circunf. (ft) ouda fl/sq (alft/seg)

superficie (sq.ft/ft) por1US velocidade
BWG in in sq.ft  externo interno gal/min US gal/min Ib/hr dgua
16 0,065 0,495 0,00134 0,1636 0,1296 1,663 0,6014 300,7
18 0,049 0,527 0,00151 0,1636 0,1380 1,476 0,6777 3389
14 0,063 0,584 0,00186 0,1963 0,1529 1,198 0,8348 417,4
16 0,065 0,628 0,0210 0,1963 0,1623 1,061 0,9425 471,3
18 0,049 0,652 0,00232 0,1963 0,1707 0,962 1,041 520,5
12 0,109 0,782 0,00334 0,2618 0,2048 0,667 1,499 750,0
14 0,083 0,834 0,00379 0,2618 0,2183 0,583 1,701 850,5
16 0,065 0,870 0,00413 0,2618 0,2277 0,533 1,854 927,0
10 0,84 0,982 0,00526 0,3271 0,2572 0,424 2,361 1181,0
12 0,109 1,032 0,00581 0,3271 0,2701 0,364 2,603 1304,0
14 0,083 1,084 0,00641 0,3271 0,2839 0,348 2,877 1439,0
10 0,134 1,232 0,00828 0,3925 0,3925 0,269 3,716 1858,0

Tabela A.4. Dimensdes e capacidades de tubos (norma norte-americana).
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Apéndice 5

Valvula globo, totalmente aberta 10,00

Valvula de retencgao articulada, aberta 2,00

Valvula, totalmente aberta 5,00
Valvula de gaveta, totalmente aberta 0,19
—3/4 aberta 1,15
—1/2 aberta 5,60
—1/4 aberta 24,00
Curva de retorno, fechada 2,20
Té padrao 1,80
Cotovelo padrio de 90° 0,90
Cotovelo de 45° 0,42

Tabela A.5. Coeficiente de resisténcia de valvula e conexoes.
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Apéndice 6

L/D

Valvula globo 340
Valvula de gaveta =
—completamente aberta 13
—1/2 aberta 160
—3/4 aberta 35
—1/4 aberta 900

Valvula de retengdo articulada, aberta 135

Valvula borboleta, aberta 20
Cotovelo padrio, 90° 30
Cotovelo padrio, 45° 16
Cotovelo 90°, raio longo 20
Té, corrido 20
Té, saida lateral 60
Curva de retorno, fechada 50

Tabela A.6 —Comprimentos equivalentes de valvula e conexdes.
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Sobre o autor

Alberto Luiz Galvao Coimbra
nasceu no bairro de Botafogo,
no Rio de Janeiro, em 1923. In-
tegra o grupo de nacionalistas
brasileiros que, com talento e
espirito critico, deram impor-
tante contribuicdo ao pais.

Quimico industrial forma-
do pela Escola Nacional de Qui-
mica, da entdao Universidade do
Brasil, hoje UFR]J, Coimbra to-
mou gosto pela Matemdtica na
universidade, o que o conduziu
a graduagdo em Engenharia
Quimica e, posteriormente, em
1947, ao mestrado na Univer-
sidade Vanderbilt, nos Estados
Unidos. Dar continuidade aos
estudos apds completar a gra-
duacdo era uma raridade no
Brasil da época.

Coimbra retornou ao Rio de Janeiro, em 1953, como docente do Instituto de
Quimica da Universidade do Brasil. Inspirado na estrutura universitdria ame-
ricana, na qual professores e alunos se dedicavam integralmente a academia,
passou a defender com vigor novo modelo de ensino para a universidade brasi-
leira. Numa época em que ser professor universitdrio no Brasil era s6 atividade
extra, Coimbra sonhava com um sistema que combinasse ensino e pesquisa,
com professores bem remunerados, trabalhando em regime de tempo integral
e dedicacdo exclusiva.

Baseado nesses principios, propos a criacao de um curso de pés-graduacao
em que fosse praticado o que chamava de “ciéncia da engenharia”. A iniciativa,
considerada utépica por muitos, teve apoio de Athos da Silveira Ramos, diretor
do Instituto de Quimica, que aceitou incluir o curso em seu organograma.
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E foi assim que Coimbra instituiu um modelo de p6s-graduacdo absoluta-
mente inovador no Brasil. Em 1963, inaugurou o primeiro curso de mestrado
em Engenharia Quimica do pafs, que comecou a funcionar em duas pequenas
salas do campus da Praia Vermelha e se expandiu para dar origem ao maior
centro de ensino e pesquisa de engenharia da América Latina: a Coppe.

Alberto Luiz Coimbra sempre foi um professor interessado no aprimora-
mento de seus alunos, sem lancar mao de férmulas prontas nem de manuais.
N3o se contentava em ver 0s estudantes repetindo apenas o que lhes era ensi-
nado em aulas anotadas ou conhecimentos passados por livros diddticos. Ele
acreditava que o Brasil s6 conquistaria autonomia quando a industria pudesse
contar com tecnologia nacional. E para isso era preciso investir na formagao
de engenheiros capazes de produzir ciéncia e tecnologia, e ndo apenas aplicar
solucdes e conhecimentos importados.

Coimbra permaneceu a frente da dire¢do da Coppe até 1973, quando foi
afastado no auge da ditadura militar. Em 1981, recebeu o Prémio Anisio Teixei-
ra, do Ministério da Educacao. Dois anos depois, aos 60 anos, voltava a Coppe.
Foi homenageado pelos colegas com o cargo de coordenador do Programa de
Engenharia Quimica, o primeiro curso da Coppe, no qual permaneceu como
pesquisador até se aposentar, em 1993.

Em 1995, a instituicdo que sonhou e construiu deu-lhe um dos maiores
reconhecimentos que se pode receber em vida: passou a se chamar Instituto
Alberto Luiz Coimbra de Pés-Graduagdo e Pesquisa de Engenharia. No entanto,
manteve-se a sigla que ele havia escolhido hé 30 anos: Coppe.
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